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Vorwprt. 

Eine selbständige Schrift in deutscher Sprache zum ersten 
Studium der Besselschen Funktionen ist nicht vorhanden. Das 
früher viel benutzte Werk von Lommel ist vergriffen; das Buch 
von Graf und Gubler ist als Anfangsstudium für Studierende 
kaum, für Ingeuienre und Techniker gar nicht geeig&et, und das. 
Handbuch von Nielsen ist nicht sowohl zum Studium berechnet 
ala vielmehr ein Kachschlagewerk, in dem ziemlich alle bisher be- 
kannten Sätze, Formeln usw. über Besselsche Funktionen zu- 
sammengestellt sind. Vortrefflich ist die Einfdhrung, die H.Weber 
in diese Funktionen gibt; da sie aber nur einen Abschnitt seiner 
Bearbeitung der Riemannschen partiellen Differe&tialgieichungen 
bildet, so ist sie naturgcmäB etwas knapp gehalten und beschränkt 
sich im wesentlichen auf ganazablige Parameter, ja eigentlich nur 
auf die Funktionen nullter und erster Ordnung. 

Mit diesem kleinen Buche glaube ich daher keine überflüssige 
Veröffentlichung zu machen und hoffe, daB es fflr die Kreise, an 
die sich diese Sammlung von Schriften wendet, von einigem Nutzen 
sein wird. 

Zu besonderem Danke bin ich Herrn Ingenieur F. Em de 
verpflichtet für die große Mühe, die er sich durch das Lesen der 
Korrektur gemacht hat, tmd für manche Bemerkungen, die be- 
sonders in Hinblick auf Leser aus den Kreisen der Technik mir 
von großem Werte waren. 

Berlin, im Juli 190». P. Schafheitlin. 
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Einleitong. 

Zu den Funktionen, die in den letzten fünfzig Jahren in 
immer steigendem Maße das Interesse der Mathematiker und der 
Physiker erweckt haben, gehören die Beaselschen Funktionen, 
die von manchen Autoren auch Zylinderfunktionen genannt werden. 

Anf spezielle Fälle dieser Ftmktionen, nämlich diejenigen, 
die jetzt als Besselsche Funktionen von der Ordnung Null lind 
Eins bezeichnet werden, wurde zuerst wohl Daniel Bernoulli') 
im Jahre 1732 geftlhrt, und zwar bei der Behandlung des Problems 
der Sohwingungen einer homogenen Kette, die am oberen Ende 
befestigt ist und mit dem unteren Ende um die Gleichgewichts- 
lage schwingt. Bei derselben Äuff^be stieß auch Euler') im 
JaJire 1781 auf diese Funktionen. 

Bei dem Problem der Wärme leitung in einem festen Zylinder 
gelangten Fourier') und Poisson*) ebenfalls zu der Bessel- 
schen Funktion der nullten Ordnung. 

Von einer neuen FuDktionsgruppe und einer Theorie derselben 
kann aber erst gesprochen werden, seitdem Bessel'') in seiner 
wichtigen Abhandlung: „Untersuchungen Ober den Teil der plane- 
tariscben Störangen, welcher aus der Bewegung der Sonne ent- 
steht" eine allgemeine Funktion definiert hatte, die nicht wie jene 
speziellen Falle im wesentlichen nur von einer, sondern von zwei 
Yariabeln abhängig ist, die man jetzt als Argument und Parameter 
unterscheidet. BesseJ gab in jener Arbeit eine Integraldarstellong 
und die Entwicklung der Fimktionen nach Potenzen des Argu- 
ments und stellte die DifTereutialgleicbung auf, der die Fanktionen 

1) Theoremata de oBcillationibuB corporam filo flexili connexo- 
mm et catenae verticalitei Buspeusae. Gommentarii Academiae Fetro- 
politanae, Bd. 6, pag. 108—139. 1782—83 (17S8). 

2) De oBcillationiboB minimiB fnnie libere Buspenai. Acta Aca- 
demiae Petrop,, pag. 167— m. 1781. 

8) Thäorie fiualjtiqae de la cbaleur. Paiia 18S2. (Deutgch von 
WeinBtein, Berlin 1BS4). 

4) Sur la distribntion de la cbaleur dana les corps BOlideg. Journ. 
de l'Ecole Polvtechuiqne, cah. 19, pag. 319-103. 1823. 

C) Abhandlungen der Berliner Akademie für 1884, S. 1— 52, (1826). 

Schfttheltlla, Die BeiaaliDheii Fnnklionen, 1 
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2 Einleitung. 

genügen. Penter fand er die Relationen, die zwischen den Funk- 
tionen mit vei'Echiedenen Parametern existieren, und so ist es 
woU berechtigt, jene Funktionen mit seinem Namen zu belegen, 
wie dies zuerst von Schlömilch^) im Jahre 1857 und kurz 
darauf von Lipächit^*) geschehen ist. 

Die erste selbständige Schrift über diese Funktion rührt von 
Carl Neumann') aus dem Jabre 1867 her; im Jahre darauf 
folgte eine viel benutzte Monographie vonLommel*). Von diesem 
Zeitpunkt an schwillt die Literatur über die Besselschen Funk- 
tionen gewaltig an; während C. Neumann in seiner Schrift neun 
Abhandlungen Über sie angibt, nimmt das Literaturverzeichnis in 
der jüngsten Monographie von Nielsen*) 15 Seiten in Großoktav 
ein! Als selbständige Schriften sind noch zu erwähnen die rein 
theoretische von Graf und Gubler') und die von Gray und 
Mathews'), welche hauptsächlich die Anwendungen in der mathe- 
matischen Physik hervorkehrt. Auch nur einen Teil der Abhand- 
lungen, die in den letzten vierzig Jahren erschienen sind und unsere 
Fusionen behandeln, hier anzugeben, ist ganz unmöglich; es mag 
in dieser Beziehung auf das Werk von N'ielsen noch einmal auf- 
merksam gemacht werden, das sehr eingehende und sorgfältige 
Literaturnachweise enthält. 

Auf den Mathematiker werden die Besselschen Funktionen 
ihrer zahlreichen interessanten Eigenschaften und Beziehungen 
zu anderen Funktionen wegen stets eine große Anziehungskraft 
ausüben, aber auch für den Techniker gewinnen sie immer mehr 
an Bedeutung. Zu den schon oben erwähnten Anwendungen haben 
sich in den letzten Jahren noch zahlreiche andere gesellt; bei der 
Beugung des Lichtes und der Schwingung von Membranen spielen 
sie eine Rolle, in der Hydrodynamik, bei der Fortpflanzung elek- 

1) Über die BeBselsche Funktion. Zeitschrift fOr Math. n. Phye., 
Bd. 2, S. 137—186. 1867. 

2) Über die Besselscbe Transzendente J. Journal für die reine 
n. angew. Math., Bd. 66, S. 189—196. 1869. 

3) Theorie der Betselachen Fonktiouen. Ein Analogen zur Theorie 
der EagelÄmiitionen. Leipzig 1867. Teubner. 

i) Studien über die Besselschen Funktionen. Leipzig 18S6. Teubner. 
6) Eandbach der Theorie der Gylinderftmktionen. Leipzig 1904. 
Teubner. 

6) Einleitung in die Theorie der Besselschen Funktionen, 2 Hefte. 
Bern 1898, 1900. Wjhb. 

7) A treatiee on Beaael functions and their applicationa to physice. 
London 1895. Maomillan & Co. 
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HJatoiiRcher BQckblick. 3 

trischer Wellen längs Dr&hten und bei der drahtlosen Telegraphie 
hat man sich ihrer bedient. 

So dürfte es wohl den Zielen entsprechen, die diese Sammlung . 
von mathematisch -physikalischen Schriften sich gesteckt hat, da& 
die Theorie dieser Funktionen hier den Ingenieuren und Studie- 
renden zugänglich gemacht wird. 



I. Abschnitt. 
Die Besselsehen Funktionen erster Art. 

1. Hilfiiforoielii. Außer den Hauptregeln der DifTerential- und 
Integralrechnung mufl man beim Studium der Besselschen Funk- 
tionen eine Reibe von Beziehimgen kennen, die in Zusammenhang 
stehen mit der sogenannten hypergeometrischen Reihe. In dieser 
Nummer sollen diese Formeln daher mitgeteilt werden; die Be- 
weise findet man in dem Hauptwerk über diese Funktionen von 
C. F. Gauß: Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc. 
Werke, herausgeg. von der kgl Gesellsch. d. Wiss. zu Göttingen, 
Bd. 3; diese Abhandlung ist auch ins Deutsche tibersetzt worden 
von Heinr. Simon: Allgemeine Untersuchungen über die unend- 
liche Reihe usw. Berlin 1888, Springer. 

Es möge noch ausdrücklich bemerkt werden, daß die in dieser 
Nummer gegebene Zusammenstellung von Formeln beim 
Studium zunächst übergangen werden kann. 

■^ . 1.2.3-y(y+l){r + 2) "^ "^ " ' 

heifit die hjpergeometrische Reihe; die Größen «, ß, y, x 
heißen ihr erstes, zweites, drittes und viertes Element, oder es 
werden a, ß, y als die Parameter, x als Argument bezeichnet. 
Die Reihe ist konvergent für alle komplexen oder ritellen Werte 
von X, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist; wenn eines der 
beiden ersten Elemente eine negative ganze Zahl — n ist, so ist 
F eine ganze Fnnktion «ten Grades des Arguments. Es ist: 

(2) F{„,ß,y,x-)~F(ß,a,y,x), 
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4 I' Die BeaaelBcben Funktionon erat«r Art. 

Für einige besondere Werte der Elemente ergeben Bich die 

Gleicbungen: 

(4) (1— 3^}' = -F(— v,jS,|3,x), (ß beliebig). 

(5) log{l + x) = xF{l, 1,2,— ar), 

wo hier wie im folgenden stets unter log der natürliche Loga- 
rithmus verstanden wird. 



(6) 
(') 
(8) 


aresin« 

TOtgl 


-«Fft,!,},-«' 
= .sin..F(l±^.i 




(9) 


eosv. 


= F{},^^,i, 


Sin..). 


Die Funktion F ist eine Lösung der 




(10) I 


'-)S 


+ {(„ + ? + 1). 


-,]il + .ß,-o. 


Wenn 


zwischen 
werden, die 


den Paiametem, die hier stets reell ange- 
Beziehung heateht, daß y — a — j3 > ist, 



SO bleibt F auch ffir a: = 1 konvergent, um in diesem Falle den 
Grenzwert von Fangeben zu könnea, bat Gauß eine Funktion 
n(z) durch folgende Gleichung eingefahi-t: 

(11) «(.) - lim,, +.)g + ;)(. + . )".-:(„ + ,i''-- 

Für diese Funktion gelten folgende Formeln: 

(12) n{z) = iin{z - 1); ■ 22(0) - 1. 
Bedeutet demnach » eine positive ganze Zahl, so ist: 

(13) n{z + fi)~{i + n){z + n^l)--{z+l)U{z) 

und für E-=0: 

(13a) 27(«) = «! 

Ffir reelle Werte von e größer als — 1 ist Uz positiv und 
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endlich; für alle negativen ganzzahligen Werte ist Hb unendlich 
groß ; zwischen « ™ — 1 and — 2 ist ile negativ, zwischen « — — 2 
und — 3 poütiv usw. Fftr negative ganzzahlige Werte von s hat 



(13b) Hp-ij-"- 

Es bestehen femer die Gleichungen: 

(14) I7(-«-l/.; n{i)-Wi. 

(15) n(-iin(f-i)--^. 

,(16) "(-! + ') "(-i—)-S,^' 



(17) 



■•"«"(-iW'-D-C-^) 



-j/^ 



n{nz) 
Speziell fürn = 2: 

Femer setzt Gauß: 

(") fW-'-^'-^f- 

Diese Funktion genügt der Gleichung: 

(20) V(f+i)-W(i)+j^^- 
Für ganzzahlige Werte n von s ist daher: 

(21) 5'(„)„>F(0) + H-i + l + ...+l, 

worin 5^(0) G 0,577215665 ist; CheiStdie Eulersehe 

Konstante. Es ist: 

(22) ^{—z)— ^(2 — 1) — wcotg««. 

Für negative ganziahlige Werte von.« ist ^(«) unendlich 
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groß; in diesem Falle erscheint =-rT in der Form — , deren Wert 
sich folgendermaBen bestimmen läßt. Es ist nach (12) nnd (20): 



F+1 "" + " 

(. + 1)(. -1-2) j »(» + !) - 



(.-l-„(,-|-i)...(,-|-„)(.r(.-l-.)-^J.^---pl--...-l^| 

n{. + n) 
Setzt man hierin « = — «, so liefern wegen des Falltora e •{■n 
alle Glieder des Zählers den Wert Null mit Ausnahme von '^— , 
und man erhält: 

(2^) 110) (-« + l)(-«+2)-(-l)-C-irJ7(«-l). 

Mit Hilfe der Funktion JI laßt sich der Wert von f (a, ß, y, l) 
angeben, falls er endlich ist; nämlich: 

(24) F(», ft ,, I) - 

diese Formel gilt also, falls y~a — ^ > ist oder falls u oder ß 
eine negative ganze Zahl ist. Ferner UBt sich die Erklärungs- 
gleichung von F schreiben: 

Durch Differentiation nach y folgt: 

I jFj.f,):} n(,-i ) ■y n(. -1-1 -1)11(^-1- 1-1) 
8r n(«-i)n(j-i)j^ mnü-i-i-i) 
x(?r(,_i)_ip(j,-|-i_i)|jJ. 



n(y-«-i)n(i— p— 1)' 
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Aus (24) und (26) folgt die Gleicliaug: 

1 v n(.+i-i)ntf+i-i)y(;.+i -i) 

n(7-.-|i-i) 1^/ _j-, . y( s_i1 

n()— B— i)iT(y-^— 1}* ^'•y " i;-t-'*'U P ^} 

-vb-'-f-i-)) 

unter denselben Bedingungen, die fSr (34) gelten. 

Das Eulersche lotegral zweiter Gattung oder die 6amm&- 
funbtion r(z) läßt sich ebeufftlls durch J7(e) aasdrücken; es ist: 

(28) r(«) =J'e-'x"^dx = n(e - l). 

Für das Ealersche Integral erster Gattung ergibt sich: 

i^^) Jx^-^i-xy-^äx-^i^TTtfii+xy-^i-xy-^dx 



2. Die Besselache DifferentialgleiobiiQg. Die Gleichung^): 

wird die Besselscbe Differentialgleichung genannt; es soll x eine 
reelle oder komplexe Variable, v eine beliebige reelle Zahl sein. 

Versucbt man diese Gleichung durch ganze oder gebrochene 
ESinktionen oder durch die elementaren Transzendenten zu lösen, so 
wird man sich bald von der Fruchtlosigkeit eines solchen Versuchs 
überzeugen. Abgesehen von einem ganz speziellen Falle, der noch 
später besprochen werden wird, lassen sich die durch (1) definierten 
Funktionen y nicht auf schon bekannte Funktionen zuräckführen. 

Um die Eigenschaften dieser Funktionen kennen zu lernen, 
wird man zunächst versnchen, t/ durch eine Potenzreihe von x, 
d. h. durch eine nach steigenden ganzen Potenzen von x fort- 
schreitende Reihe darzustellen. Es sei: 



1) Die durch Bt^keren Druck dei Nnmmem herrorgehobeneD, beBOn- 
dere wichtigen Formeln sind im Anhang noch einmal zuBammengesteilt, 
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woria a^ TOQ -X unabhäD^ge Größen bedeuten. Durch Differen- 
tiation folgt: 

Setzt maD diese Werte in (l) ein, bo ergibt sich: 

Jim - 1) + J - .']«,«' + J'ai=.' + ' - 0, 
oder wenn man l durch 1 — 2 in der letzten Summe ersetzt*. 
^{i* - \.^a,x' + J'a,_,a^ - 0, 

J[(i' - .>)a, + a,,,]>f + (1 - .■ja,:. - ,\ - 0. 

Da diese Gleichung für alle Werte von x gelten soll, so mufi 
der Koeffizient jeder Potenz von x in dieser Gleichung gleich Null 
sein, d. b. es ist: 

j,%-0, (l-v>)o,-0, 
™ l(i. _.>, + „,_,_» «.., = ..... 

Daher ist entweder v — oder o^ = 0. Ist die erste Alternative 
erfflllt, so zeigt die zweite Gleichung, daB alsdann a^ « ist. 
Die folgenden Gleichungen lauten dann: 

i'oj + a^.j-O «=s.s...). 

Setzt man hierin l-=S, so erkennt man, daS sich für Og der Wert 
Null ergibt; daraus folgt dann für 1 — 5, daß ebenfalls a^ Null 
ist So fortfahrend überzeugt man sich leicht, daß alle Koeffi- 
zienten a mit ungeradem Indes Null werden. Setzt man dagegen 
i-2, so folgt «, = -""; für i-4 folgt tt^^ J, - +2vr,i 
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för A — 6 folgt «11 ~ — ^ — — gl", t fl» "^^^ ^^° übersieht 
leicht, nach welchem Gesetze 3ie Koeffizienten zu bilden sind und 
erhalt für v=*0 als eine Lösung der Gleichung (l): 






Wenn aber v nicht Nnl) ist, so muß Og gleich Null gesetzt 
werden; es folgt danu aus der zweiten Gleichung anter (2), dafl 
entweder v—1 oder Oj — ist Unter Annahme der ersten Alt«r- 
native folgt hier aus a^ — Ähnlich wie vorhin, daß stlmtliche 
Koeffizienten a mit geradem Indes verschwinden, und aus den 
Gleichungen: 

(A»-l)aj-|-a,.j-0 
od« 



ergibt sich: 



Ci-l){i + i) 



«5 " + i 



Auch hier erkennt man leicht, nach welchem Gesetze die Koeffi- 
zienten gebildet sind, und man erhält für v =• 1 als eine Lösung 

von (l): 



y = 2 ■ a, 



ifl 11 (1 + 1)! \2/ 



Wenn aber v weder Null noch 1 ist, so sind sowohl a^ wie Oj 
gleich Null; versteht man unter n eine positive ganze Zahl und 
ist f^M, so erkennt mau leicht, daß alsdann alle Koeffizienten o, 
deren Lides kleiner als » ist, verschwinden; daß a„ unbestimmt 
bleibt, a„+i, <i„+s und alle übrigen Koeffizienten, deren Index um 
eine ungerade Zf^l größer als n ist, wieder verschwinden; daß 
dagegen alle diejenigen, deren Indes um eine gerade Zahl größer 
als M ist, durch a, völlig bestimmt sind; es wird: 



2-4(2n-l-2)(2« + 4) 
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Die LSsung wird in diesem Falle laateo: 






(3) 






Man sieht sofort, daß die beiden vorigen Spezialfälle in dieser 
Gleichung mit enthalten sind. 

Wenn aher v keine ganze Zahl ist, bo müssen alle Koefd- 
zieat«n a^ Terschwinden, damit (2) bestehen kann, d. h. außer der 
h-ivialen Lösung ^■-O gibt es keine durch eine Potenzreihe dar- 
stellbare Lösung von (l). Die Form der Lösung unter (3) führt 
aber zu der Vermutung, daß eine Lösung sieh darbieten könnte 
in der Form eines Produktes von x' mit einer Potenzreihe, d. h. 
in der Form: 

ff = X' ^h}X^ =• ^bjfX**"^. 

Dasselbe Verfahren wie oben Jührt hier zu dem Ergebnis, daß die 

Koeffizienten b^ zu bestimmen sind durch das Gleichungssystem: 

[ (2v + 1)6.-0 

Man sieht hieraus, daß b^ und daher alle Koeffizienten b mit 
ungeradem Index verschwinden, für die übrigen ergibt sich: 

, _ J'._ , ^ 60 

^ ~ 2(3v + 2)' * "•■ 2-4-(2v + 2)(2.' + 4) ' 

Das Gesetz, nach dem die Koeffizienten fortschreiten, ist leicht 
zu erkennen, und man erhält: 

(5) >-2-b. 2w^+Y, t+t- ■ (>+ ■) (f )""■ 

Mit Benutzung der Funktion II läßt sich das im Nenner von 
(5) auftretende Produkt einfacher schreiben. Es ist nach 1. (13): 

Hiehnit geht (6) über in: 

D.q,t,zeaovGOOglC 



Beiheneohncklnng. 



(6) , - rn(.)„.^(- ly Tj^^ (f )•*". 

Die durch (6) gegebene Fauktion iat eine Lösung der allge- 
meinen BeBselschen Differentialgleichuiig. Da die rechte Seite 
TOD (l) Null ist, eo erkennt man leicht, dafl aus jeder Lösung y 
eine neue Lösung entsteht, venn man y mit einer beliebigen, von 
X unabhängigen Zahl multipliziert. Aus diesem Grunde ist auch: 

l ~ fnv 1 ~ 2 ■ (2f + B) "^ ¥^4""(2"r"+ 2) (Sv + t) ~ 

eine Lösung von (l); die hierdurch erklärte Funktion J,(x) heiBt 
die Besselsche Funktion yter Ordnung von x; es wird x das 
Argument und v der Parameter oder Indes der Funktion ge- 
nannt. In vielen Schriften wird der Parameter oben an das Funk- 
tionszeichen gesetzt: J*(a^), doch ist hier die Stellung unten ge- 
wählt, um den oberen Platz für Potenzerhebungen und für die Ab- 
leitungsieichen zur Verfilgung zu haben. Die Ableitung nach dem 
Argument —i — soll nämlich gewöhnlich durch J,'{x), die zweite 
dorch J^"(x) usw. bezeichnet werden; eine etwaige Differentiation 
nach dem Parameter wird dagegen stets in der Bruchform / ■ 
geschrieben werden. 

Als Spezialftlle von (7) ergeben sieh: 

(7.) J.W-l-ä^+ ,..'Va - s-i-e'-Vt-e +■■■ 

(7b) /.(»)- f|l -Ä + jtÄtT-T.-4.-.-W9^ + -|- 
Die Erklärungsgleichung läßt sich auch schreiben: 

(8) J.W')-V-'>--;SiTm^> 

und im speziellen: 
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(8b) J.(2^i)_y;(l-^J!, + ^-jj-jl,. + .,.|. 

Durch die bisherigen üntersuchungea ist nur gezeigt worden, 
daß die durch (7) erklKrt« Funktion formal der Besselschen 

Bifferentialgleichung genügt; es ist nun aber noch za beweisen, 
dafl, beziehungsweise für welche Werte des Arguments, die in (7) 
auftretende Reihe honvergent ist. Uan vergleiche mit (7) die ftkr , 
alle endlichen Werte von x konvergente Reihe: 



■1+- 



■ '8! 2' " 



SO erkennt .man, daß fflr alle reellen Werte von x die einzelnen 
Glieder unserer Reihe abgesehen vom Voraeichen kleiner sind als 
die entsprechenden der letzten Esponentialreihe, folglich wird unsere 
Reihe auch Mr alle reellen endlichen Werte des Arguments kon- 
vergent sein. 

Ist X komplex, so wlthle man dafür die bekannte Form; 

>:-r(eo»„ + i8ina). 

Setzt man diesen Wert in (7) ein und benutzt den Moivregcheu 
Lehrsatz: 

(cos « + t sin a)" = cos « « + i sin « a , 

so wird nach Absonderung des Faktors (-) unsere Reihe: 
'V' _ (— ')' (^\'^ — 'S^ (— iyeoB2:ttt (rV^ 



'2"' 



nin{v\-v, ' 



Die einzelnen Glieder dieser Reihen sind abgesehen vom Vor- 
zeichen noch kleiner als die entsprechenden von (7), wenn darin 
X mit r vertauscht wird, also sind auch die beiden letzten Reihen 
für alle endlichen Werte von v und a konvergent. 

Demnach hat man den Satz: 

Die durch (7) gegebene Definition der Besselschen 
Funktionen ist für alle endlichen, reellen oder kom- 
plexen Werte des Arguments gültig. 
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Koa veigeuzbe weis. 



Speziell ergibt alcli: 

J^(0) = 0, (f > 0) und Jo(0) - 1. 

Das Verhalten der Fonktion J fOr ein anbegrenzt wachsendes 
Argument wird später ermittelt werden. Zur Berechnung der 
Zabteuwerte der Besselschen Funktionen laBt sich die Eeihe (7) 
ihrer raschen Konvergenz wegen wenigstens für kleinere Werte 
des Arguments bequem gebrauchen. 

8. Die BewelBohen Fanktioiieii mit negattvem Para- 
meter, In der Besselschen Differentialgleichung 3. (l) ebenso 
wie in dem Gleichtuigssjstem 2. (2) zur Bestimmung der Koeli- 
zienten a tritt der Parameter v nur im Quadrate auf; in der Er- 
klärungsgleichnng 2. (7) der Besselschen Funktionen dagegen 
tritt er nichtquadratisch auf. Bei der Ableitung dieser Gleichung 
wurde stillscbweigend v positiv vorausgesetzt; es ist dies jedoch 
nicht notwendig, und es soll jetzt der Fall eines negativen Para- 
meters ins Auge gefaBt werden. 

Bei der Ableitung der Gleichung 3. (7) aus der Ansatz- 
glelchnng y = 2ö^a;''*^^ spielte das Vorzeichen von v gar keine 
Bolle, und man erhält daher die nämliche Gleichung, wenn man 
annimmt, daß v negativ ist. Um dies Äußerlich zur Erscheinung 
zu bringen, soll jetzt — v an Stelle von v gesetzt werden, man 
erh&lt alsdann: 



W ^_.W = ^- 



(-1)' 
ni7T(— r + i) 



Diese Funktion 3_,{x) ist eine Lösung derselben Besselschen 
Differentialgleichung wie J,(*), da wie schon gesagt in der Diffe- 
rentialgleichung der Parameter nur quadratisch auftritt. Aber 
diese Lösung J_, ist von J^ — in Zukunft wird der Earze 
wegen das Argument x häufig weggelassen werden — im allge- 
meinen wesentlich verschieden; es iKBt sich die eine nicht durch 
Unltiplikation mit einer Konstanten in die andere überfuhren. 
Man erkennt dies sofort daraas, dafl in den Reihen ffir /, und 
•^-r ganz andere Potenzen auftreten, z. B. für v ^ \ kommen in 
Ji vor die Potenzen ar»", a;**, a;*i, ^..,inj'^i, dagegen x'^ , ir'*, 
j^,...; oder auch daraus, daß f(lr re-«0 die Funktion J^ den 
Wert Xult, J_^ dagegen den Wert Unendlich annimmt. Die 
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Gleichung (l) ist die Erklärun^sgleichuag für die 
Besselschen Funktionen mit negativem Parameter. 

Die Beaselsche Differentialgleichimg wird als eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung bezeichnet und 
zwar linear, weil die Funktion y und ihre Ableitungen nur im 
ersten Grade auftreten; homogen, weil die rechte Seite Null ist; 
und 7on der zweiten Ordnung, weil die Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung vorkommen. Von einer solchen Differentialgleichang 
ist bekannt, daB sie stets nicht mehr und nicht weniger als zwei 
linear unabhängige Lösungen y-^ und y^ besitzt, d. h. Lösungen, 
zwischen denen keine Gleichung von der Form 

besteht, worin c^ , Cg , C^ von x unabhängige Größen bedeuten. Jede 
andere Lösung y^ einer solchen Differentialgleichung mufl aber 
die Form haben; 

Man sagt daher, dafi der Ausdruck c^y^ + c^y^ die vollstän- 
dige Lösung oder das vollständige Integral der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung sei. 

In unserem Falle ist also 

(2) y-^i-f.+ c^J-y 

das vollständige Integral der Bessel sehen Differentialgleichung, 
wenn v keine ganze Zahl ist. 

Ist aber v eine ganze Zahl n, so sind die Funktionen J^ und 
J_^ nicht linear unabhängig. Nftmlich wegen 1. {I3b) verschwin- 
den die ersten »Glieder in (l), und es wird daher; 



-=I: 






Setzt man nun — « -f 1 =- ^' und führt X' statt l als Summations- 
buchstaben ein, so folgt ; 

oder mit Weglassung des Striches: 
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Da» vollfttäiidige Integral der Differentialgleichung. 



d.h. 

(8) j_^^{-iyj^. 

Es sind die Besselschen Funktionen mit negatiTem, 
g&uzzahligem Parameter abgesehen vom Vorzeichen 
gleich den Besselschen Funktionen mit demselben posi- 
tiven Parameter. 

4. Belatdonen Ewisohen den BeBaelBohen Fanktionen 
versobieäener Ordnungen nnd ihren Ableitungen. Dnrch 
Differentiation der Erkläningfigleichang: 



>^.w=2'ii 



j nin{v+x)\i/ 

nach X ergibt sich: 

j'(-)^ 1 ■V (-i)\>+a^) /xx'+"-\ 

•'. W-2.^rf JTin(v-l-i) \2) ' 

zerlegt man den Zählerfaktor in die Summanden v -f* "^ Qod l, 
so folgt mit Benutzung von 1. (12): 

"' ^'^J 1^ lnin(.'+i— 1)^ jiCi— i)n(*+j)| \^} 

Dem Plugzeichen entsprechend zerlegt man die Summe auf der 
rechten Seite in zwei Summen; setzt man femer X an Stelle von 
il — 1 in der zweiten Summe, so findet man: 



•^A-)=l2'n 



(-ir 



Der erste Summand der zweiten Summe lUllt wegen der Gleichung 
jj._j, — fort, so daß die zweite Summe auch mit dem Werte 
1—0 beginnt. Dann erkennt man, da£ die erste Summe wieder 
eine Besselsche Funktion aber von der Ordnnng f — 1 , die zweite 

eine solche von der Ordnung v + 1 darstellt; demnach ergibt sich: 
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Diese Gleichung ist fOr alle Wert« dea Parainet«rs gültig; ist im 
Bpexiellen v — 0, so folgt ia Terbiadtmg mit 8. (3): 

da) Jo'= — •'^i. 

eine Oleichnug, die natürlich auch leicht direkt aus S. (7 a) und 

(7 b) abgeleitet werden kann. 

Aus (l) geht hervor, daß die Differenz zweier BesSeUoben 
Funktionen, deren Indices sich um 2 unterscheiden, sich in ein- 
facher Weise ausdrQcken läßt; es ist die Frage, ob auch die Summe 
ein Sbnlicbea einfaches Ergebnis liefert. Es ist: 

J.-I + J.+i = ^ ni7i(^+i-i) (f) 

Setzt man in der zweiten Summe l-\-l=l', so erhBlt man; 



+2: 



(-^)''~' (1.) 



Da man die untere Grenze der zweiten Summe nach 1. (13b) auf 
herabsetzen kann, so erhKIt man mit Weglassung des Striches 



(-1)' 



oder mit Benutzung von 1. (12): 

•f,-i+j...-i;-HÄä,)('+i-»)(fr""": 

'^ mn(i.+i)l,2/ « "• 

DiqitizeaovGoOglc 



B«kur«ioikEformelii. 17 

oder: 

Auch diese Gleichung ist für alle positiven oder negativen 
Werte des Parameters gültig, und sie beißt die Rekursions- 
formel der Besselschen Funktionen. 

Aus den beiden Fundamentalformeln (l) und (ä) kann eine 
grüße Zahl anderer Formeln abgeleitet werden; so erhält man 
durch Addition beziebimgsweise Subtraktion ans ihnen: 

Seilt man in (2) r + 1 an Stelle von v, so wird; 

eliminiei-t man ans (2) und dieser Gleichung J^^i, so ergibt sich; 



r""+') .1. '(•+'). 



Ersetzt man hierin wieder v durch v+ 1 , so erhält man die Funktion 
J,+j durch die beiden Funktionen J,^i und J^ ausgedrückt; sub- 
stituiert man- alsdann J^^i vermittelst (2) durch J^ und J,_i, 
so erhält man schließlich t/,^| ebenfalls durch J^ und /,_i aus- 
gedrückt. Fährt man in dieser Weise fort, so sieht man, daß sich 
jede Funktion <fy+p, worin p eine positive ganze Zahl bedeutet, 
durch die beiden Funktionen /, und J,_i ausdrücken laßt. Durch 
Induktion wird man so zn der Formel geführt; 



(6) 



T V/ ^,,n(p-i-r,n(v+ p-i-i) (iy- 
—•'v-i^\—'-) ninip~2x—ijn{vi-X} \x/ 



Die Summen auf der rechten Seite brechen von selbst wegen des 
Nennerfaktors /J(j) — 2i) resp. J7(j) — 2A— l) für 1 = y °*^*' 
-g - ab, je nachdem p gerade oder ungerade ist, 

SohsfhBiUln, Die Beiuliuiliea FnnHionsB. 2 
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Um (6) zD beweisen, nehme mau an, daB die Formel fQi einen 
bestimmten Wert von p richtig ist, und zeige, daß sie alsdann auch 
für p-{-l richtig bleibt. Man setze zu dem Ende v + I an Stelle 
TOD V in (€), dann erhilt man: 

7" T V/ , V n(p~i) n{y+p-i) / 3 



nin(p-ii)n{r+i)\xf 

^'- ^-' nin(^-ii-i)nlv+i+i)\x/ 



Nach (2) ist: 

setzt man diesen Wert in die letzte Gleichnng ein, so wird: 

T T V^ ,y>n( p-l)JT (>+J>-l)/2\^-" + ' 

■'v+j.+i ".^v *■/ mn(p—2i)nii>-\-X)\x} 

_ T Tr_iV n(p-x~i)n(v-\-p -i) /2\i-"-^ 
''v^i. ^) mn{p-2i—i)iiiv+x+i)\x/ 

- T Vr ivn(J'-^)n('' +p-^) /MP-" 
"v-i^v ■■.' jnii(p-2i)n(p+i) Vx/ 

Ersetzt man in der zweiten Summe il durch l' — 1, so geht sie 
über in: 



V(_ if- 1 nip-V)n{y+p-x'+i) 



Ji(i'-l)JHf.-8I' + l)JJ(»+l')Vai; 

Wegen des Nenncrfaktors n{X' — 1) kann hierin Null als untere 
Grenze gewählt werden; läßt man ferner den Strich bei l' weg, 
so lassen sich die beiden Glieder mit dem Faktor J, folgender- 
roafien zusammenfassen: 

".^V ^J nin(p-2x+i)n(p+i-)\x) 

\v(p-2l + l)-^(v+p-l + l)l]. 

/reifte Klammer ist (p — i + l)(v4-0' 
über in: 

- V/ ,v n{p-i +i)n{v+p-i) (2 
'^ ^ ^' nin(p— 3i-|-i)Ji{v+i— i)W 



Die geschweifte Klammer ist (p — i + l)(v4-0' hiermit geht 
der Ausdruck über in: 
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somit erhält maD: 

_ 7 V/ .v n(p-i)n (»+y-i) /2\f-" 
•'»-1^'. '■> nxn(p—'ii)n{v-\-i)\x) ' 

und dies ist nichts anderes als (6), wenn man darin ji 4* 1 an 
Stelle von p setzt. Da nun (6) fär jp = 1 und 2 in die Olei- 
chongen (2) und (5) übergeht, so ist (6} für alle ganzen Werte 
von p richtig. 

Auf Shnliche Weise findet man die Gleichung: 

[j _ r -V/ .y mp- Dnjv-i.) /^P-»' 

'''^^ '■> nin(p— ai)jT{v— jj+1) U/ 



(7) 






Aus den Formeln (6) und (7) sieht man, daß zwischen drei be- 
liebigen Besselschen Funktionen, deren Indiees sieb um ganze 
Zahlen unterscheiden, eine lineare Relation besteht, deren Koeffi- 
zienten ganze Punktionen des Ai^ments sind. Aus den Glei- 
chungen (3) und (4) und der Besselschen Differentialgleichung er- 
kennt man, daß statt der Besselschen Funktionen auch ihre ersten 
oder höheren Ableitungen in diese Relationen eintreten können. 

Noch in anderer Art lassen sich ans den Grundformeln (l) 
und (2) allgemeinere Gleichungen ableiten. 

Aus (2) folgt: 

Durch Anwendung dieser Gleichung auf sich selbst erbftlt man: 
7,_(„+l)(. + 2)(|)V.^,-2(» + 2)|j„+,+ /,+. 
-(v + l)(,+2)(,+ 3)(|)V.,.-3(. + 2)(. + 3)(l)V„. 

Ton diesen Gleichungen wird man durch Induktion zu der Formel 
gefOfart: 



,d ..Google 



I. Die BeBselschen Funktionea «ratei Axt. 



■^C-.)" 



npn(v +p) I 
mn(^-x)n{r+'x)\ 



deren Richtigkeit man durch das bei (6) angewendete Verfahren 
sehr leicht bestätigen kann. 

Die Fonnel kann auch geschrieben werden: 



(8) 



j _'Vf_,v ^'^^ ('l'i'"'?- 



-^(-D-'l 



ITp JTv 



4 3.. 



nt.n{_p-V)jiiy~x)\ 
Aas (l) folgt durch Differentiation: 

2/;' = /^_^ — j;^^, 

Ttnd wendet man hierauf (l) an: 

Durch mehrfache Wiederholung dieses Verfahrens findet man: 
2äj;"= /_j- 3J,_,+ 3J,^i- J^,^.,, 

und hieraus durch Induktion: 

es ist wieder sehr leicht, die Richtigkeit dieser Gleichung zu be- 

B. TrauBfonnation derBesselaohen DUferentialgleioliimg. 
Es läßt sich zeigen, daß das Produkt einer beliebigen Lösung 
einer homogenen linearen Differentialgleichung tt-ter Ordnung 
und einer Lösung einer ebensolchen Differentialgleichung erster 
Ordnung wieder eine Lösung einer Differentialgleichung n-ter 
Ordnung ist. Wir wollen die Richtigkeit dieses Satzes für den 
speziellen Fall, der uns beschäftigt, nachweisen. 

Es sei y eine Lösung der Besselschen Differentialgleichung; 
femer sei tp eine Lösung der Differentialgleichung erster Ordnung 
(1) v'(a;)=i)-9.(a;), 
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wo p eine willkflrliche Funb:tion von x seij dann wird beb&nptet, 
daß 2 — 9 ■ y einer Differentialgleichung zweiter Ordnimg genfigt. 
Durch Differentiation folgt aus: 

(2) ^ - vy, 

oder vermöge (l): 

(3) /-TCy'+J'y). 

ebenso: 

'" — <p{y" +P»' +P'9) + 9 {/+P9), 

(4) z" = 'p{ 9" + ^Pi + {P + p'h } ■ 
Multipliziert man (2), (3) und (4) mit vorläufig noch unbe- 
stimmten Koeffizienten a^, o, und a^, so folgt: 

1 = 9' {oji3'"+ (Spos + «1)^' + (p'«i +P'<h +POi + V» ) ■ 
Setzt man nun: 



(6) { 2^«j "l". «1 = a:, 

I pot+P^Oi + pa^ •{■ Of, = x* ~ v', 
so wird, wie ein Vergleich mit der Besselscben Differential- 
gleichung lehrt, die rechte Seit« in (5) Null; setzt man die aus 

(6) folgenden Werte der Eoeffizienten in (5) ein, so ergibt sich: 

(7) xh"+ (x-2px')/ + {x^-v' + (j,*-p')a?-px]z = 0. 
Wählt man nun p = -g— , so verschwindet hieiin das Glied 

mit b'; aus (l) folgt bei dieser Annahme ip — y^t '^'^ ös geht 

(7) über in die Gleichung: 

(8) A"4-|«'-{»'-«M-0, 

deren allgemeines Integral demnach lautet: 

(9) z - c^VxJ^ix) + C3yxJ_,(x), 
sobald V keine ganze Zahl ist. 

Dividiert man (8) durch x', so erkennt man, daB ftir unend- 
lich große Werte von x die Gleichung (8) übergeht in e"+ i = 0, 
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deren allgemeines Inte^al atäax + baosx ist Aus (9) folgt da- 
her, daß för sehr große Werte toh x die Punktionen /, und J_^ 
sich asymptotisch den Werten: 

^BiDJc -f' Bcoax 



(10) 



'-- Vi 



Vi 
X -\- Dcosx 



nähern, wo A, B, C und D KoDStanten sind, die später ermittelt 
werden; ist x Im speziellen reell, so konvergieren beide 
Funktionen gegen Null. 

Setzt man andererseits p gleich einer Konstanten a, so erhält 
man aus (l) 91 = 6"-' und aus (7) die Gleichung: 

(11) x*z" + x{l-2axy+{2^a + a*)-ax~v')j: = V, 
deren allgemeines Integral lautet: 

0^qe'^J^{x) + c^e"J_Jxy, 
und wählt man im speziellen a* — ~ 1, d. h. a — ± i, so folgt: 

(12) xV + x(l :^2ix)z' - i±>x + v')z - 
mit dem allgemeinen Integral: 

(13) n = qei'V.(x) + e,ei'^J_Sx). 

Auf diese letzte Gleichung werden wir in der nächsten 
Nummer wieder geführt werden. 

6. Lösung der BesBelBOheo Differentialgleichung durch 
bestimmte Integrale. Häufig führen physikalische Probleme 
auf ein bestimmtes Integral, dessen Ermittelung erleichtert wird, 
wenn man weiß, daß es einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
genügt. Dies ist immer der Fall, wenn der Integrand das Pro- 
dukt der Lösungen zweier Differentialgleichungen erster Ordnung 
ist. Es soll jetzt gezeigt werden, in welchen Fällen man hierbei 
auf Besselsche Funktionen geführt wird. 

Es seien <p und ^ Lösungen der Gleichungen: 

(1) /_|a) + („_^,^(.)_0, 

(2) ,(„-i)''-|!'! + (,,_d)*W-o, 
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80 suche mkn die Konstanten a, ß, y und 3 so za bestimmen, daß 

(3) /(a=)=/?.(t;a;),(<{p)dr 

auf Besselsche Punktionea Mirt. Aus (l) folgt: 



(*) 


v—^ \-{axi'-ß}ip{vx)- 


Ferner ist: 






dip{vx} dip(vx) 
dx ""- d{vx)'' 




dipivx) dqi{vx) 

dv ^ diVX) ' 


also: 






d<f df 

^dx " ^ dv ' 





(6) ..■-J,'-^-^^,{v)i.; 

durch partielle Integration und Benutzung von (2) erhält man 
.». (5): 

(6) ^/- [,„(«)»(.)j; +Jy(..^)»w "-'';rj' -''j,i.. 

Durch nochmalige Differentiation und nachherige Multipli- 
kation mit X ergibt sich aus (6): 

- « , , r * dw<vx) ,. -.f 
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Multipliziert man (7) und (&) mit vorlSnfig unbestimmten 
Koeffizienten x und i. und addiert, so mrd: 

.A»+(x+ »./=»[.. i^-l-^WX 
(8) 



,/.. 



Ähnlich folgt aus (6) und (3); 

(.1/+ t» - (.[i.(p(»a:)<|.(i>)]^ 



(9) 



+/»(„)♦« fe: 



yy— p)D^ (p — ft^^p) 



Bestimmt man nun die Eoe^ienten x bis ß durch die Glei- 
chungen: 

x(J-l) + i = l, 
^(1 — j.) — e = ex, 

und addiert (8) und (9), so fBllt wegen (4) das Integral fort. 
Aus dem obigen Gleicbungssystem folgt: 

'-s^- '■-J--' (■-?-"; 
i-, 

Somit ergiht sich; 
xh"+(ax+2-ß-r)z,-+{c(l-i)x-p(l-,)}, 
(.0) _[,„^^«)^(„_^,^(„)j,^(„j| 

Die linke Seite dieser Gleichung stimmt mit der von B. (12) 
abereiu, wenn man setzt: 

a^^2i; <S = ii ^ = v; j. = 1 - r. 
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Bei dieser Annahme ergibt sich aus (l) und (2); 

(II) y(,)-.±"'..-i »(,)_(lr:£l. 

Die rechte Seite von (10) verwandelt sich mit Hilfe von (i) 

in ax v(i — v) qi(vx) ifi(v) f, also wegen (ll) in; 

Nimmt man v > — -^ an und setzt a = und b ^ 1 , so 
sieht man, daß die rechte Seit« verschwindet und (lO) völlig mit 
B. (12) tlberein stimmt, und ans (3) und 6. (13) ergibt aicb: 

c^e±-J,{') + e,fi"J.,(x)-:,-f(,:-^)-i,±""dv. 

Wshlt man u — 1 — 2 d als neue In tegrations variable, so wird 

c,e±-J,(x) + c,e±<-J_,(x) - ^/(l-«V"*e±"»-' 



-Mw 



<:,/,(«) + c,J_,(') - f,j\l-„'r*'*"'''«- 

Da die rechte Seit« dieser Gleichung für x-=0 verschwindet, 
so moB nach S. der Faktor c^ gleich Null gesetzt werden. Da 
bei der Exponentialfunktion beide Vorzeichen ge^hlt werden 
können, so findet man: 
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demaach durch Addition: 



cos XU du. 



(13) «'V,(.)- -,1^/(1-»')-* 

Dividiert man dieae Oleichan^ durch x' und setzt alsdann x — 0, 
so findet maa vermöge 2. (7) und 1. (29): 



^/(. 



■i*y-idH- 



Wendet man auf den Bruch 1. (18) an, so geht er über in: 

und man erhält: 

2'-i 
Hiermit wird (12): 






Setzt man hierin u = eos w, so wird: 



~ f {1 -u^)'~i cos XU du. 



■y-K 2'ii{i 



/ cos {x I 



J'^(x) = — r^ / COS {x cos w) sin' 



y« a-JT{*-i)j< 



/ cos {x cos w) sin' 



10(1 o> 



Durch diese Formeln hat man eine einfache Integraldar- 
stellung der Besselschen Funktionen gewonnen, die gültig 
ist, sobald der Parameter v > — -J- ist. Umgekehrt ist es sehr 
leicht, aus (14) die Reihenentwicklung 2. (7) abzuleiten. 

7. Der Parameter ist die Hälfte einer angeradeo gaiueu 
Zahl. Ein wichtiger spezieller Fall tritt ein, wenn in 6. (13) 
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V =^ gesetzt wird. Alsdann läBC sieb die Integration ausführen, 
und man erhält; 

a) />)-.]/^^^-sinar. 

Hierans folgt durch Differentiation: 

(3) ■^;w-|/,V '"°"7""' - 

Ans 4. (3) erhält man daher: 

(8) J-_^{x)=yj^-cosx. 

Bedeutet » eine positive ganze Zahl, und setzt man in 4. (6) 
p ~ n und V = ^, so ergibt sich mit den Gleichungen (l) und (3): 



Da in dieser Formel die Summen für il = y o^^'* — ä — ^"^ 
selbst abbrechen, so erkennt man: Die Besselschen Funktionen, 
deren Parameter die Hälften nngerader ganzer Zahlen 
sind, enthalten keine höheren Transzendenten als trigo- 
nometrische Funktionen. 

Um die Bildungsweise der in (4) auftretenden Summen besser 
erkennen zu können, ist es zweckmäßig, die beiden Fälle eines ge- 
raden und ungeraden n zu unterscheiden und alsdann in den 
Summen die Summationsordnung umzukehren. Man erhält dann: 

(5) (-i)-^,..tW 

-y.-,°°"i'(-')'r ""'+""""+'" ^ 



' JH2i-i)n(B-x)n(,n-x-|-i)V 
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and; 

(6) (-l)V,.,j(.) 

K»«™'^ ' '' ii(M+i)n(«-i)n(.-i+BU; 



oder ansführliclier geschrieben: 

_n(n+ 1X4,^-1)^ 






, (.-ll.(n + l)(.+i)(l.'-r)(l n'-9) 1 

»(!n+_0 _ «(»■-i)(i«'-i)(a.i+») 
»( >i'-l) (n '— t )( tn'-l)(4«'-9)(i.+ 6) | 

l/T..._| (n+l)(a »+l) «(«+l)(«+»)(t«'-l)(8n +») 

, (>.-i)....(»+a)(4«'-i)(4«'-9)(a«+5) 1 

+ iu? I 

^y|.«e« [l-'^<i±'><!|±i><?2±il 

(»— ll«(«+l)(« + 2) ( ln'-l)(a..+8)(»« +t) 1 



AuB diesen Formeln erkennt man, daß far sehr groBe reelle 
Werte des Arguments die Funktionen den Werten 
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Funktionen mit gftaszahligem Index. 



(— 1)" J,,^ ,(a:) — y—^ ■ sin«, 

sich n&hem. Wie man sich leicht überzeugt, lassen sich beide 
Formeln insammenfassen in: 

(') •'„j(»)-l/S"('- 2-«) (»^-~)- 

Fär diese speziellen Werte des Parameters ist somit die in 5. 
erwShnte Eonstauteubestimmang erreicht. 

8. Dez Parameter iet eine ganse Zabl. Die Definition, von 

der Bessel bei seinen üntersuchuagen ausgegangen ist, lautet: 



^.W-i/c 



cos(a:sinw — nioltiM. 



Das Integral stallt indessen nur dann eine Besselscbe Funktion 
dar, wenn der Parameter eine ganze Zahl ist. 

Die Richtigkeit Ton (l) ist leicht zu beweisen. Durch Diffe- 
rentiation folgt nämlich: 



2 J,'(a:) — — I sin(xsinM — «ia)sin udm 



^/ 



=-— 1 { cos [ä sin oj — (« — l)w] 

— cos [x sin o) — (m + l) w] j do) 

d. h. die Formel 4. (l); auch der Spezialfall 4. (la): 

J,\x) - J,(£) 
ist leicht als richtig nachzuweisen. 
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30 I- eis BeBselBchen Fusktioaen erster Art, 

Feroer folgt aas (l): 

= — I cos (x sin tu — wcü) coa u d& 

- |;JcM(. sin „-„„), cos »<J„ 

= — J^{x)+- - I cos{xsiaa~n6>)(xcosfa~n)d(a. 

Der letzte IntegraDd ist aber das vollständige Differential von 
sin (x sin tu — nai), und dieser Ausdruck verschwindet an beiden 
Integr&tionsgrenzen, sobald n eine ganze Zahl ist; hieraus folgt 
dann die Gültigkeit von 4. (2) fOr die durch das obige Integral 
definierten Funktionen. Da nun alle Besselacben Funktionen, 
deren Parameter sich um ganze Zahlen unterscheiden, aus einer 
von ihnen und deren ersten Ableitung sich eindeutig bestimmen 
lassen mit Hilfe der Formeln 4. (1) und (2) bzw. mit Hilfe der 
daraus abgeleiteten 4. (3) und (4), und da im speziellen alle 
Funktionen mit ganzzabligem Parameter mit Hilfe dieser Formeln 
aus Jf,(x) sich ableiten lassen, so erkennt man, daS d^ Integral 

(1) tatsächlich die Besselsche Funktion J„{x) darstellt; denn die 
Gültigkeit dieser Gleichung ftlr Jo(«) ergibt sich aus 6. (14). 
Nach jener Gleichung und 1. (14) ist: 

(2) /„(a;) — ~ I cos (x cos w) da. 
Setzt man hierin -^ — i» an Stelle von ra, so folgt: 



'o i^) — — / ^'^^ (^ sin w) 
— — j cos [x sin m) dl 



dm 



und dies ist die Definitionsgleichung (1) für n — 0. 
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8. Eine neue Torrn ffir (/,. Man kennt noch mehrere andere 
Integralforinen fttr die fiesselschen Funktionen. Interessant ist 
eine Formel, in der unter dem Integralzeichen selbst 
wieder Besselsche Funktionen auftreten. 

Sie lautet: 



0) 



-^^w-dr^ iK,-,-!) /"^ (^ -^r^--^. (^v^) ^«. 



unter der Voraussetzung, daß ft > — 1 und v > (t ist. Die 
Richtigkeit von (l) l&ßt sich leicht zeigen; man entwickele näm- 
lich jA'^y^ nach S. (7) in eine Reihe, dann wird: 

(fr" 

■^*w=(IT ' ji(.-^-i) 2^~^^' mW+i) 

X ivf*^{\ — u)'-i'-^du. 



Das hier auftretende Integral ist nach 1. (29): 

nach Einsetzung dieses Wertes erhält man: 

^.W-(f)'J'(-l)',j3^L, 

und dies ist gerade die Definitionsgleichung in S. (7). 
Es l&ßt sich (l) umformen in: 



"w^^^^J^'K^-^-'-^U^ 



(v>^>-l) 

Setzt man hierin f* = — ^, so ergibt sich vermOge 7. (3) die 
Gleichung 6. (13). 
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Setzt maa v=-^ uuA fi--0, so Endet man dnrch 7, (1): 

1/ — 3inx=l/- — I -^ t7"fl(j:w)dM 

oder: 



II. Abschnitt. 
Die Bessehchen Funktionen zweiter Art nnd 

semikoDTergente Reihen. 

10. Andere IntegraUÖBongen der BeBselsoheu Diffe- 
rsDtialgleiohaDg. In 6. wurde gezeigt, i&ä ias Integra,! 



.(.)-. •/(.-.•)'-*,± 



eine Lösung der Differestialgleichung 5. (12) ist, deren all- 
gemeines Integral 

lautet, wenn die rechte Seite der Gleichung 6. (10) Null ist, und 
dies ist der Fall, wenn der AuEdruet 

t>'+^(l— p)-+^e±"" 
für w = o und v^i verschwindet. Die Nullstellen dieses Aus- 
drucks sind aber für !<> — -J- nicht nur und 1, wie dort benutzt 
wurde, sondern wegen des dritten Faktors auch v^— ^i<x>, voraus- 
gesetat, daß x eine reelle positive Zahl oder genauer eine kom- 
plexe Zahl ist, deren reeller Bestandteil positiv ist. Setzt man 
daher: 

> 

so isty, eine Lösung der Bessel sehen Differentialgleichung 2, (l); 
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w&lilt man hierin it -^ — tv als neue IntegFationsvatiable, so er- 
gibt sich: 



3'v'"^'«-"/0"-''«')'"*e 



-«•rH.-,y(._,.v-*.-..., 



Nun ist: 
daher wird: 



(1) y,= x'i'\' * "1 Jiu-iu^r^«-^'''du. 

Ganz entsprechend ergibt sich durch das andere Vorzeichen 
von » eine zweite Lösung: 



(ä) y. 



-x'e*'i'~"''")j(,, + iu')- 



Beide Integrale haben einen endlichen Wert, wie schon er- 
wähnt wnrde, wenn v > — 4- imd x>0 ist. 

Es wird nun zu untersuchen sein, in welcher Beziehung diese 
beiden Lösungen der Besselschen Differentialgleichung zu den 
Funktionen J^ und J_^ stehen; es soll zunächst geprüft werden, 
ob y^ und y^ den in 4, entwickelten Relationen genügen. 

Aus 

(3) 9.-'^- J(u-iu'r*f('"*"-'-^") ,lu 
ergibt sich durch partielle Litegration: 

-\-^-^^J{u-iu*y~^{l-'im)€~y'"^" ^'"idu 

SohBfheitllQ, Sie BsHelschsn FunkCioDea. S 
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II. Die Bewelscheu Fnaktioneu iweitot Art. 



Der Ausdruck vor dem Integralzeichen nimmt an der unteren 

Grenze den Wert Null an, sot^ld v > ^ ist, vBhrend er an der 

oberen Grenze in der Form — |— = — auftritt; nach bekannter 

Methode ergibt sich Null ala wahrer Wert dieses Bruches. Dem- 
nach folgt für i'>-i-: 

Zieht man aus der zweiten Klammer den Faktor — i — e ' 
heraus und vereinigt ihn mit dem Exponentialfaktor, so wird: 

V. = ^^j («-/«*) H2u + i)ey * Uu. 


Durch Differentiation von (3) erkennt man, daß das letzte 
Integral den Wert — v'^_j besitzt, so dafi man erhKlt: 



1 man von tp wieder zu 1/ Übergeht: 
2v — l I » — 1 






Setzt man 
BO ergibt sich aus der letzten Gleichung: 

w ^«=^..-«; (->-{). 

Doich Differentiation folgt hieraus: 

ir + i= i'^iH e, — z,\ 

da aber e, der Besselschen Differentialgleichung 2. (l) gentlgt, 
so kann in der letzten Gleichung z" dnrch e, und z^ ersetzt werden, 
und man findet: 
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Ersetzt man hierin s', aas (4) dorch z^ und z,^i, so erhält man: 
oder: 

w '.-.--:-.+'•. (■>*4)- 

Aus der zweiten Lösung ^, folgen auf dieselbe Weise genau 
die nämlichen Gleichungen wie für y^; auch für i, — —- _^ - y^ 
gelten daher die Gleichungen (4) und (ö); deswegen auchfilr /^+s^. 
Es ergibt sich aus (4), da£ jede Funktion e oder e mit beliebigem 
Indes V TÖllig bestimmt ist durch eine Funktion e oder i, deren 
Index zwischen — -J- und + \ liegt. 

Nun st«Uen (4) und (5) genau dieselben Beziehungen dar, wie 
sie in 4- (3) und (4) fCtr die Funktion J^x) gefunden wurden. 
Läßt sieb angeben, in welcher Beziehung die Funktionen e^ und 
«^ för Werte des Index zwischen — -^ und + ^ zu den entsprechen- 
den Funktionen J^ stehen, so ist nach der letzten Bemerkung 
diese Beziehung auch fOr beliebige Werte des Indes gewonnen. 

Setzt man 

(6) »,— y, + », unii »r — y, — ?,. 

so folgt aus (1) und (2): 

,,.eos(^-^.)/«-^"{(«-i«')'-i + (« + <«'r-»ld« 

.i^-sin(^-^;r) A-»"{(«-i«>r*-(w + i«»)'-^)dw, 

= .r-cos(;.-'"+^)/*-*"'|(«-m*)'-^ + (« + i«'rMd« 

.,-^.sin(^-i^^«)Je-»-(("-i«')^"*+(« + i«*)^'*U«. 
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Führt man eine neue In tegrations variable a durch die Glei- 
chung M — tgo) ein, 80 wird: 

(„±i„-)'-*-lg--*„(l±ag„)'-*-S2rWl!ii^r*, 



hl I 2p — 1 



Bo daB man nach der Moirresoben Formel erhält: 
Hieraus folgt: 

oder: 

/Bin ^(ucoa (a; t"— " + 
cos^' + ^o, 
und führt man — — o> als lEtegrationsvariahle ein : 

/.COB *<oBm U- m) 

(7) s^=2x'J , ,;^, " -'^e-»'«"8-dw. 

Ganz ebenso ergibt sich: 

^coB^-iucos (x — —~^a\ 

(8) c,= 2ix^J " ^J^^, BJc-»'"*",;«. 

11. Neue IntegraldaiBtellang Ton J^ und die Besselache 
Funktion zweiter Art Die zuletzt entwickelten Integrale 
haben einen endlichen Wert, sobald v> — -J- und der reelle Teil 
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von x'^0 ist; für x *• werden im allgemeinen beide Integrale 
aneadlicb. Denn alsdann rerachwindet aus den Integralen die 
Exponentialfunktion, und die Nenner der Brüche werden an der 
unteren Grenze Null, und zwar Ton der (2v-(- l)ten Ordnung, 
Da aber alsdann auch der Zähler des IntegndB für s, von der 
ersten Ordnung Null wird, so bleibt das Integral für s, endlich, 
wenn 2v<^l ist, während das Integral für a^ endlich bleibt, wenn 
r < ist. Daraus folgt, dafi das Integral för s, an der Stelle a; — 
gültig bleibt, sobald — ■i'<*"^ + i i^* ^^^ •'. f"^ a; = 0, sobald 
— -J-<v-<0 ist. Diese Grenzwerte sollen jetzt ermittelt werden. 
Setzt man in: 



im -iA — / - 



E an Stelle von ^ — v, so bedeutet e einen positiven echten Bmch, 
und man erh&lt: 

lim— ^= 1 C08~'ösin**~'tijsin££i)eiti). 
Dnrdi Benutzung von 1. (8) folgt: 

lim— ^— e I cos-'o>sin''-^wJ'l-^-, -^, — , sin*6>ldti», 
und wenn man sin^ o — u als neue Integrationsvariable einführt: 



^n'-'.(-i±i; 


) 


.n(^+;^l)n(x- 


^) 


'4' „, „A,.i\ 





'p 



'-\\-u) ^ du. 
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n. Die BesselBchen Fanktionen zweiter Äit. 



Der letzte Faktor unter dem Summenzeiclieii ist ein Euler- 
acheB Integral erster Gattung, also nach 1. (29); 



J„<+.-i(l_„) . ä„ 



"(' + '--^) 



Die letzte Summe läßt sich nach L (25) durch das Zeichea der 
hypergeometrischen Reihe ausdräcken: 

,. .. . iT(-i-+')iI(.-t, 3 



Man erkennt hieraus, daB die in. der vorletzten Formel er- 
haltene Summe konvergent ist; denn die hypergeometrisehe Reihe 
ist fUr3; = l konvergent, sobald y — a~^>Oist. In unserem 
Falle ist dieser Ausdruck 1 — y» also positiv. Nach 1. (24) wird 
nunmehr: 

^^ 2 7T-*- . l n(-^- — Ä TT — 



Es ist nach 1. (18): 
IT* J^ 

„InLrl'V''' 

2 2 

und 



"(-T)"(-'t')-2'V-n(-=) 
ni-iVi, 
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NeuM Tnt^ral fflr J,. 



folg^Uch: 



lim — ^ - 



JI(-*) 



Ftthrt mtw wieder v statt b ein: 

Da nnu s^ eine Lösung detjeoigen Differentialgleichung ist, 
deren zwei partikul&re LSanngeu J^ und J_^ sind, SO ist: 

(2) s^ — cJ. + c'J^,. _ 

Nun ist nach 3. (7) und 8. (l): 

( lim i. =,_ 



(S) 



lim -*. = oo (r>oi; lim ! 



Aus (1), (2) und (3) folgt, daß c NuU ist, sobald v>0 ist; 
daher ist: 

(3a) s,~ ^'-''-^'> y^-JX'^) fflrO<v<^, 

oder nach 10. (7): 






Ist aber v<0, so behält c seinen Wert, dagegen kann 
c jeden beliebigen Wert annehmen, so daS sich auf diesem 
Wege nicht- angeben laßt, ob alsdann s, neben J, auch noch J^^ 
enthält. Daß indessen auch in diesem Falle (4) richtig ist, ergibt 
sich folgendermaßen: 
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I II, Die BesBelBchen Funktionen zweiter Art. 

Durch partielie Integration erhält man: 



+ (" — t)*' / ^sT^i ' 

\ ' ' / Bin £0 



^(-1)"- 



■/•-' 



In dieser Gleichung verschwindet das vom Integralzeichen freie 
Glied, sobald v > ^ ist, und es hleiben die Integrale für a; — end- 
lJch,sobaldv<list; also istlim(a;'-''s^) endlich, wenn ^<v<l 
ist. Da nun \\Yax^~'J_^ fiir die betreffenden Werte von v un- 
endlich groÖ wird, so enthält s^ in diesem Falle nur die Fnnk- 
tioE J^ und nicht J_^. Die Funk 
sich also auch nur um einen ki 
genügt der Gleichung 10. (5): 



tioE J^ und nicht J_^. Die Funktion -jj- ^— .y ■ s, unterscheidet 
sich also auch nur um einen konstanten Faktor von J und 



der auch die Funktion /, genügt; es wird also auch s,_i fiir 
^ < »> < 1 sich von. J'^_j oder, anders ausgedrückt, s^ für 
— i < v < sich von der Funktion J^ nur durch einen kon- 
stanten Faktor unterscheiden und demnach nicht die Funktion J_^ 
enthalten, d. h. Gleichung (4) gilt fiir die Werte — ^ < v < -j- ^. 
Sehr leicht tiberzeugt man sich, daß sie auch für v = -\-\ gilt 
und übergeht in Gleichung 7, (l); auch für v = — -^ ist sie 
richtig. 
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Einfilhniiig der Firnktioii Y,. 41 

Nach dem, was in 10, im Anschluß an Gleichung (5) gesagt 
worden ist, ergibt sich jetzt, daß Gleichung (4) allgemein 
für jeden Index größer als —i gültig ist. 

Die Funktion «, dagegen igt ein zweites partikuläres Integral 
der Besselscheu Differentialgleichung, das in der nächsten Num- 
mer genauer untersucht werden soll. Während durch Gleichung 
(4), nämlich: 



W</'.(^) = 






2v — l \ 



die am Nullpunkte endliche Lösung der Besselscben Dif- 
ferentialgleichung für v > — ^ definiert wird, wird die Gleichung: 



(6) Y,{z)^ • « 1 X ' I, 






eine bestimmte Lösung definieren, die am Nullpunkte unend- 
lich wird; sie heißt die Besselsche Funktion zweiter Art; 
zum Unterschied wird alsdann Jy{x) als Besselsche Funktion 
erster Art bezeichnet. Die Funktion Y^ ist natürlich linear aus 
cT, Dud J_^ zusammengesetzt; auch in dem speziellen Falle, daß v 
eine ganze Zahl ist, bleibt (5) in Geltung und stellt auch dann 
eine zweite, von J^ verschiedene Lösung der Besselscben Diffe- 
rentialgleichung dar; in jedem Falle stellt 

(6) y°-hJr + '^'^, 

ein vollständiges Integral der Besselscben Differential- 
gleichung dar; Gleichung (6) füllt also die Lücke aus, die in 
8. (2) für ganzzahlige Werte des Parameters geblieben war. 

la. N&herungaformelu für unendlich groäe Werte des 
Arguments und Beihenentwioklung der Beaaelsolien Funk- 
tionen zweiter Art. Führt mau in 11. (4) 2xcotgid = u als 
IntegrationsTariable ein, so folgt: 
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n. Die Beiaelschen Funktionen zweiter Art. 



j-,W . 



i" 



'*('+if') "»('-^V'*'"»'«!^)''"- 



lAät man in diesem Aasdruck x unendlich groB werden, 30 
wird 1 -j- 7— j gegen 1 und arc cotg ^z g^gen — konvergieren, und 
man erh&lt für unendlich große Werte dea Argumenta: 



also nach 1, (28): 

..W = -)/Ä., „(_--.,) ,„., 

In Y^ tritt nur statt des Sinus der Kosinas auf, so daß man 
erhalt: 



(2) 



n^^-Vh-^'^'i'--^-^ 



Diese Gleichungen gelten zunächst nur für v > — -J-, da die 
Integrale, aus denen sie abgeleitet wurden, nur unter dieser Be- 
dingung gelten. Jedoch können sie leicht auf beliebige reelle 
Werte des Parameters erweitert werden. Aus der Rekursions- 
forme] 4. (2): 

folgt ftlr unendlich große Werte tou ir: 

and allgemein; 

(3) /,_,. - (- 1)"/,, (..« 

wenn n eine ganze Zahl bedeutet. Jede negative Zahl kann in 
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Grenzwerte von J, nnd Y, für x — ao. 



die rorm v — 2« gebracht werden, wenn v zwischen und 2 
liegt; alsdann ergibt sich aas (l) und (3): 

Yermehrt man das letzte Argument ms 3n», so folgt: 

T l/~2~ ■ ( 2v — 4n — 1 \ 
^v~ii,— V^-^^\^ i- -"j' 

d. b. (l) ist auch fttr beliebige negative Parameter gültig. 

Die Punktion F, ist bisher nur für solche Indices definiert 
worden, die grSBer ^ — -1- sind. Für diese Funktion gelten die- 
selben Rokursions- und Differentialformeln, die in 4. für die 
Funktion J^ abgeleitet wurden, wie dies in 10. bewiesen worden 
ist. Mit Hilfe der Gleichung 4. (7) kann demnach auch die 
Definition von Y^ auf beliebige negative Indices ausgedehnt 
werden; dann kann ebenso wie oben gezeigt werden, daB auch 
Gleichung (2) für beliebige negative Indices Geltung behalt. 

Wie schon erwähnt wurde, muß Y^ sieh aus J, und J_^ li- 
near zusammensetzen; bedeuten a und h konstante GröSen, so 
besteht die Gleichung: 

Y^ix) = aJ_,{x) + bJ,{^) . 
Da diese Gleichung fär alle Werte von x, also auch für unend- 
liche große in Geltung bleibt, so folgt aus (l) und (2): 



Trennt man hierin die Variablen von den Konstanten und setzt 
die Koeffizienten von cos x und sin x links und rechts einzeln 
einander gleich, so wird: 
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U. Die Beaaelacheu Funktionen zweitet Art. 



sin — 7— t = — a sin ■ ■ ■ w + ft eoB — : — «. 

Löst man diese beiden Gleichungen nach a und b auf, so er- 
halt man: 

= -. und ö = ~cotgv)t. 

Demnach' ergibt sich die Gleichung: 

(4) r,(^) - Biiii'^-vt*) - C^tg vjf/,(a;). 

Es ist also, wie am Ende der letzten Nummer behauptet wurde, 
T^ eine von J_ ^ und J^ im allgemeinen verschiedene Lösung der 
Besselschen Differentialgleichung. Nnr wenn v die Hälfte einer 
ungeraden ganzen Zahl ist, fällt in (4) das letzte Glied fort, und 
es wird: 

(4.) y.+j-(-i)v_(.^j). 

Ist aber v eine ganze Zahl «, so erscheint (4) in der Form: 
J_ , — cOH n» ■ J„ /_, — (— 1)" J„ 

also wegen 8. (3) in der unbestimmten Form J. Um den wahren 
Wert dieser Form zu ermitteln, verfahrt mEUi nach bekannter 

Methode; man hat den Grenzwert von — ■ fttr 



ganzzahlige Werte von v zu bilden. Aus 2. (7) erhält man bei 
Benutzung von 1, (19): 
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und a. 


US 8. (1): 




dJ-, 


-?<- 


+ «,(_, + i)j 




T .1 


«' + t( 11' "t'+^un— '. 



Wird V eine ganze Zahl », so folgt: 

y,w - (~ 1)" ■ i i^^j-^-^^' - (- ir ^'1 

« ^^^ \CV^^~ ^> "dv \ ' 

also mit Rücksicht auf S, (3): 

- «r.M - 2J-.W log ^ -2{- i)'w|^(f )""' 
-(-')"^(-i)'B|t„^^V©"""- 



Zerlegt man die zweite Summe in die beiden Teile von bis 
« — 1 and von m bis oo und wählt in der letzten Teilaumme 
^ n + i als Summationsbnohataben, so ergibt sich: 

- % ■ Y^{x) = ^J^{x) log 1 - 

^^ ^> mn{ti-fi) \2/ 

a 

Der in der letzten Summe auftretende Bruch =-— — -j-rr erscheint 
in der unbestinunten Form — und hat nach L (23) deu wahren 
Wert (- 1)"-' JI(» — 1 - 1), abo wird: 
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II. Die BeBseUcken Funktionen 2weit«r Art. 



(6) r.(«) — --.',Wiogf + 



+ 






¥a)+V(n + l)l 



i2 



n{n-X- 1) fx\-> 

m \2/ 



Hi«rduTeb ist eine Entwicklung der Besselschen Funk- 
tionen zweiter Art nach steigenden Potenzen auch in 
dem Falle gewonnen, daB der Index eine ganze Zahl 
ist. Wie man aus der letzten Summe erkennt, wird Y^(x) am 
Nullpunkte von dern-ten Ordnung unendlich groß. FOr T„{x) 
fallt dieser letzte Teil fort, und es wird daher Tq am Nullpunkte 
nur logarithmisch unendlich. Man erhält nämlich: 

,6., r.w = - 1- (..w ,0« -I- ^^(- D'^m (I)") 

oder: 

^.W-|(^.i..J-[^(o)-TO(l)'+KI(f)'--]l 

oder wegen 1. (21): 

18. BelationeD iwisohen den BesBelaoheii Funktionen 
erster und zweiter Art. Aus der Eigenschaft der Funktionen 
J^ und Y^ Lösungen derselben Differentialgleichung zu sein, er- 
geben Bich einige Beziehungen, die hier abgeleitet werden sollen. 

Aus 5. (8) ei^bt sich, daß die beiden G-leichnngen bestehen: 

und: 
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ß«lationen zwiBChen J, and Y/, 



HnltipUziert; man (la) mit yxT^ und (ib) mit yxj, und Bub- 
trahiert, so folgt; 

' * da:' ' ' dx* 

Wie man leicht bestätigen wird, ist die linke Seite dieser Glei- 
chung der Differentialquotient des Ausdrucks 

' "^ da; ' ' dx ^ 

bedeutet e eine beliebige Konstante, so folgt demnach durch Inte- 
gration: 

' ' dx ' * dx 

oder nach AusftÜining der Differentiation: 

x(Y,J,'-J,.Y,:) = c. 

Zur Bestimmung von c kann man sowohl den Wert ik •— als 
auch a; ^ oo benutzen. Für diesen zweiten Wert ist nach 12. 
(1) und (2): 



(x - <x). 



(2 a) /; = ]/£ cos [x - H^ „) 

ffieraufi ei^bt sich c=- — oder 

&) Y,J,' - J,Y' = ' 



Ersetzt man hierin Jj vermöge 4. (3) durch /,_, und J^ nnd 
macht dasselbe mit Yj, so findet man, daß die beiden Glieder mit 
dem Faktor J Y^ sich heben, nnd man erhalt: 
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48 n. Die Besselscheu Funktionen zweiter Art. 

Ferner erhält man aus (3) durch Differentiation; 

(5) ¥j;' -J^Y" —,- 

Durch geeignet« Kombination dieser Formeln mit denen von 
4. lassen sich noch zahlreiche derartige öleichnngen. aufstellen, 

14. SemikoDTergente Beihen für J, und F.. Durch die 
Reihenentwicklungen in 2., 8. und 12. ist es möglich, die Werte 
der Funktionen J^ und Y^ für beliebige Werte des Arguments x 
zu berechnen. Je größer allerdings x wird, um so geringer wird 
die Konvergenz der betreffenden Reihen werden. Um auch für 
groBe Argumente die Funktionen bequem berechnen zu können, 
hat man daher versucht, Entwicklungen zu finden, die nach 
fallenden statt nach steigenden Potenzen von x fort- 
schreiten. Diese Entwicklungen ergeben sich ziemlich leicht 
aus den Integralen der Nr. 10. 

Setzt man: 

«.«-l/^^(7ij•*/«-•|(-'«')■-■ 

-(. + «■)■- ![''«. 
so ergibt sieh aus 10. (Ga) und 11. (3a), (4) und (5): 

ö) _ 

-«,W,in(.-!i^.)l. 
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Die Funktionen P, und Q,. 



Setzt man in (1) 2fEU als In t«gratious variable, so erhält man: 

ancinr^J*' ""' ü^ aj 
eben Satze iBt nui 

(i-iir'+(»+;ir 

■"" + > Ui/ IJ(._2«i->)n(2m + S)i 



Nach dem Taylorseben Satze ist nun: 
(4) 



,.-..-|, 



ist und 9 einen positiven seilten Bruch bedeutet. 
Sefat man -- ^ tg i)j, so wird; 



^.4.1- 



, „ii.ti ( _i)-<-'n(,-t) 



^ (eos T - i'iin 9)'-'*-» + (eos cp + i m^ pf-'— t 
(eo.,)-=— 4 
also nach Moivres Formel: 

R _3 /-V'*' (-i)-^'n (,. -B 

■"-tl ■^ 1.2«/ n(.- 2m -4)11(2 ». + 2) 

X cos ((2«i — V + 5)iji)(eos ^)''"-'+*. 

1, Die BouslKhen Fiuiktloasii. 1 
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50 U. Die BesBeUchen Funktionen £veiter Art 

Ist nun 2»» ^ v — -^j so iat: 

W ■"™+i ^-^ JT(2». + 2)n(..-2iw-4) U;rj 

wobei der senkrechte Doppelstrich den absoluten Wert der ein- 
geschlossenen Größe bedentet. Führt man nun die Entwicklung 
(4) in (3) ein, so erhalt man eine Eeihe von Enlerschen Inte- 
gralen, also mit Benutzung von 1. (28): 

WO nach (5): 

(Ö»J l-«-«+il<II(2»,--f2)I7(«-2m-i)l8^; 

für: 

2»i>v-|. 

In ausführlicher Sehreibweise lautet (6): 

nW--^ 2!(8x)' ^ 4! (8*)' 

und speziell: 

l'-3'-6'-7' l'-8'- ■ 11' , 



(6b) i>,(a;)-l- 



Auf ähnliche Weise findet man: 



t«)'^ 41 (8 x)' 61 (8a;)* 



e.w-^ns^/-«-M(i-S)-* 



Nun ist; 




M(>-ar^- 


-(' + £)-■!- 


=^I'- 


,, n(,-J) /«^"+• 


^•' IT(21 + l)iI(* — 21-1) Ua:^ ' ■'">+i' 
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«nd e,. 


51 




&" 


s (-l)™ + ijl(,.-i) 


bI(-^^ 


,p. 




JJ(2m + S)iI(t. — ■>««- 






+ 


(•+»-S) 


""""•)■ 


Setzt man 


'^"f. 


-■ = tg iff, so ergibt sieh 


wie oben: 






s.*,i< 


niv~i) 


/W\»"" 


+ a 




" JI(3m + 3)7T{^ — 2m- 


-^)'UJ 


' 


flobald 2m> V- 


J ist; hieraus folgt: 






m QM 


-I<- 


y n(^ + 21 + f, 
' I7(2X+l)n(i. — 21- 


^■(Är 


'+«:„, 


(7 a) 

far 


i'^:^! 


^ n(2Jl + 3)J7(* — 2«t- 


:B(rJ"" 





2m>v-i. 
In ausführlicher Schreibweise lautet (7): 

4y '— 1' _ (iv'— l*) (i y'— 3*)(4tF'— 5') 
80! 3! (8«)' 



C.(^)- 



^ 6! (8a:)° 

und speziell: 

(71,) «.(.) _ + _^,^^___^^-^ + ..., 

Durch die Formeln (6) und (7) sind Entwicklungen der Funk- 
tionen P^ und Q^ fär positive Werte von x erbalten worden, die 
nach fallenden Potenzen des Arguments fortschreiten. Aber es 
darf in diesen Beiben die Gliederzabi nicht beliebig 
wachsend angenommen werden, sonst würden die Beiben 
divergent werden. Dena bezeichnet man das allgemeine Glied 
der Reibe in (6) mit (— l)^«^, so folgt aus (6); 



4x*(2i + l)(21-f-2) 



(8) 

und dieser Quotient wächst bei unbegrenzt wachsendem l selbst 
über alle Grenzen. 



,d ..Google 



III. Reiben und Integrale mit Besselschen Funktionen. 



Bricht man aber die Reihe (6) bei irgendeinem Grliede a^ 
ab, so lehrt {6 a), daß der hierbei begangene Fehler nach der 
positiven oder oegaüven Seite kleiner ist als der absolute 
Wert des in der Entwicklung folgenden Gliedes «„^.i 
unter der Voraussetzung, daß die Anzahl m größer ist 
als — - — . Genau das Entsprechende gilt bei der Reihe Sür Q^; 
hier muß m größer sein als — - — . Wegen dieser Eigenschaft 
können die Reihen in (6) und (7) sehr wohl zur näherungsveisen 
Berechnung von J^ und Y^ Verwendung änden; man bezeichnet 
sie als semikonvergente Reihen. 

Nur in dem Falle, daß v die Hälfte einer ungeraden ganzen 
Zahl ist, brechen die Reihen (6) und (7) von selbst ab; man er- 
halt dann für /, die Summe 7. (5) und (6), und durch Y„+i 
erhält man nach 13. (4a) den Wert von J_|,^.i)- 



Darstellnng willkfirlicher Funktionen durch Besselsche 
Fanktionen nnd Integrale mit Bessehchen Funktionen. 

15. Belhaa mit Besäe lachen Funktionen, Aus der 

Tatsache, daß die R«ihe ßir die Besselsche Funktion erster Art 
mit der vten Potenz der Variablen beginnt, erkennt man, daß x' 
sich formal in eine Reihe entwickeln lassen muß, die nach deif 
Funktionen J^, J^+j, ■'^»^-ii ■ ■ ■ fortschreitet; es ist eine andere 
Frage, ob die erhaltene Entwicklung auch konvergent ist. 

Um das erste zu zeigen, schreibe man einige der Funktionen 
hin nach 2. (7): 



•^.W-il; 



nin(, + i)\ 



~^ JI2 n{v 



~nin(.-|-3)UJ '' 
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lUilieoeDtwickluDg von (^Y- 



Ea wird nun behauptet, daß eine Reihe existiert: 

Die ersten Koeffizienten lassen sich aus den obigen Seihen leicht 
berechnen. Es ist o^ — n{v). Ferner folgt: 



n(v+2) nin{v+i) 

Weiter: 

n{v -\- 1) ~ mlüv + S) "^ na n{v + 2) " ^ 

oder 

(p-f2)JIy Hl- (2* + !- 



ncv + 4) Ji{«' + 3) na J7(v +2) ns n(». + 8) 

ii2 n(* + 3) 



«ab- 



setzt mau die Beohnung noch um ein ölied weiter fort, so 
findet man: 

_ (> + 6)n(r + 2) 
» /23 

und hieraus durch Verallgemeinerung: 

Es ist zu untersacheu, ob diese Termutuug richtig ist, oder es ist 
die G-leichiing: 

auf ihre Richtigkeit zu prüfen. Ersetzt man in (l) J^^n durch 
die Reihe, so wird: 

^ V '^^ i^Y"'*" 
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54 ^- Reihen und Integrale mit Besaekohen Fimktioi 



Fährt man in der inneren Reihe 1 4~ f* Etls Sumni&tionsbnchstaben 



und bei Vertauschang der SiuninatioaBordnung: 

('^V = "Vr- !>(''' V^"'' ■^(-i)V + 2i)ii(»+i-i) 

und diese Gleichung ist richtig, wenn: 



I' 






(für fi ^ 1) ist. Die linke Seite zerlegt sich in; 

v<T._iy, n(. + i.-l) _ 

^^ •' jiiJKn — IjiiC^ + l + fi) 

^■"^^ ^-' nß-i}n(i,-i}n(, + i + p.) 
oder: 

"^^^ '■> ITlJT{p-l)J7(* + l + p) 

_ o VV— 1 l-I ^(^ + '■) 

Zj^ ' nin(^-i-i)n(v + ^ + i + i) 

Ans 1. (15) folgt: 

nu.n(— a. — 1) ^ -~— , 

und wenn l. eine ganze Zahl bedeutet: 



also wird: 

ntf-g-l ) 



0. Google 



Fährt man dies ein, so folgt: 



_ 1 n(»-|.-i)n(v + i-i) 

JicH(- f - 1) ^ nin(, + 1 + rt 



2 ._ V n(t-i.)n(. + i) 

n(f-i)n(— rt^ nin(»4-, + i + i)- 

Diese beiden Summen lassen sich hei Benutzung des Zeichens 
F der hypergeometrischen Reihe nach 1. (25) schreiben; 

also nach L (24): 

. ni'jr2^ 2Jiv ir(B)t — I) 

Erweitert man den zweiten Bruch mit fi, so erkennt man, daß 
die THfferenz wirklich ^ull ist; demnach ist die formale Richtig- 
keit von (l) bewiesen. 

Ea bleibt nun noch zu untersuchen, ob und in welchem Be- 
reich die Entwickelung (l) konvergent ist. Beim Beweise fftr 
die Konvergenz der Definitionagleichung ä. (7) wurde gezeigt, 
daß der absolute Wert sowohl des reellen als des imaginären Be- 
standteils von J^{x) für beliebige komplexe Werte von x kleiner 
ist als 



'orin r den absoluten Betrag von x bedeutet Setzt man dies 
1 (l) ein, so wird die rechte Seite kleiner als 






und diese Summe ist für alle endlichen Werte von r konvergent; 
folglich ist auch die Reihe (l) für alle endlichen Werte von x 
konvergent. 
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Läßt eine Funktion f{x} sich in eine Potenzreihe von x ent- 
wickeln, so kann an Stelle der Potenzen die Entwicklung (l) 
treten; die entstandene Doppelsummo kann man dann nach den 
Beaselschen Funktionen ordnen und erhält so für die beliebige 
Funktion fl^x) eine nach Besselschen Funktionen fortschreitende 
Entwicklung, die in demselben Bereich konvergent ist wie die 
Potenzentwicklung. Der allgemeine Beweis dieses Satzes würde 
zu weit führen; in den folgenden Beispielen kann er nach obigem 
Muster leicht durchgelBbrt werden. 

Aus (l) folgt durch Spezialisiei-ung von v: 

[ 1 = J^{x) + 2J,(x) + 2J^(x) + ■■■ 
(3) x~2{J,{x) + 3J,ix) + bJ,(x) + ...] 

U* - 8 {J^ix) + iJ^ix) + 9J,(x) + ■■■] 



oder mit Hilfe von L (18): 

Femer ergibt sich; 
sm a; — ^ (— 1)" jj^g^^^^j 
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Mit Benutzung von (2) und 1. (18) verwandelt sich die ionere 
Summe in; 

^ -^T n(v + }.)n(i-v-i) _„p/,,, , 8 A 
y^" ^ JiT/fF-i--^i) nrnlv -fi) - 2 f (i + 1 , - i, 2 , 1 j 

_ 2nin(-i) _coBi«^, ,, 2 
n(i + i)n(-i--lj i + i ^ ^J 31 + 1 

Demnach erhält man: 

(B) sin 3! = 2 ^(—lyJii + iix). 

1 = 

Durch Differentiation ergibt sich hieraus mit Hilfe Ton 4. (1): 
(6) cosx — Jo(x) + 2^(— lY JsiM. 

1-0 

Die Formeis (5) und (6) ergeben sich nut«r Benutzung von 
Fourierachen Sätzen leicht aus 8. (l). 

Die Formeln (3) — (6) sind fttr alle endlichen Werte von x 
konvergent. 

Die Ableitung der Besselschen Funktionen nach dem Index, 
die bei der Herleituog der Eeihen ftir die Besselschen Funktionen 
zweiter Art auftrat und noch später mehrfach eine Bolle spielen 
wird, läßt sich ebenfalls in eine nach Besselschen Funktionen 
fortschreitende Reihe entwickeln. Es ist nach 12 (5): 



~i - J, 



■..(-)log-"-2'(-iyj 



V(v + l)_ 



Bezeichnet man zur Abkürzung die letzte Summe mit K, so 
ist nach (l): Ä" = 

-■Vr-iV ^(- + ^) ^ (»■4-21+2f.)n(>+gl+ ft-l) 

^^ ■' nin(v + i)^ nn •'v+in-* 

Kl, . _5'(r-j-,i) ■y (> + a^ )n(v + i+ft-i) 

= ^ (."+■' W-'r+j^^i ir mn{v + i)n{^-i.) 
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58 I^ Reihen nud Integrale mit BeBielschea Fnnktiotien. 
Mit Besutzang von (2): E = 

V "H-v j V y(.' +i)n(>+^+(t-i)Ji(i-p-i) 

^ np,m— II — 1) *+»'' j^ niji(f + x) 

Die innere Summe läßt sich doroh 1. (37) sammieren; sie 
hat den Wert: 

somit wird: 

Der Faktor n(— n) des Nenners ist nur f Ür (i = endlich, 
für alle übrigen Werte von fi dagegen unendlich groß. Von j» "« 1 
an Torschwinden daher alle Glieder, die von den letzten beiden 
Summanden der geschweiften Klammer herrühren; mit Hilfe des 
Wertes ^^ =- {- l)" n{n - 1) erhalt man schließlieh: 

K= »F(v) J,(r) + 2'(- 1)" -^^-^v^v 
Also ergibt sich: 

Eine noch einfachere Entwicklung als (l) einer beliebigen 
Pot«nz mit Hilfe Besselscher Funktionen ergibt sich folgender- 
maßen; 



■^'W-ifc© -niBii+i)© +m. 



jj^.f.W- n(,+2)(f) ~" 
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Moltipliziert man diese Beiheu mit gewissen Koefßideiiten 
bg, b, , bg , . . . and addiert sätntliciie Beihen, so können diese Koeffi- 
zienten 80 bestimmt werden, daß außer 1^) ^^'* Potenzen rechts 
verschwinden, und daß man erhält: 



0'-2».(l)V.«. 



Wie maa aus obigen Gleichungen sofort sieht, ist: 

s.-n,; i,.-v s,_A; 4._A 

Durch Induktion findet man: 



(8) 



i)'-2mp-*'- 



um die Richtigkeit dieser Gleichung zu zeigen, ersetzt man 
, , durch die B^e und findet: 






+i) 

F&hrt man hierin J. -|- 1: an Stelle von h aU Summations- 

buchstaben ein, so ergibt sich: 

„Vf-iy "" /^V-^"V(--iy J. 

-^ '> '■l n{v+h)\^) ^ *■ ■' mn(fc-i) 

Da die innere Summe für % => den Wert 1 hat, Mr alle anderen 
Werte von k aber Terscbwindet, so ergibt sich hieraus die Richtig- 
keit von (8). 

Es kann Gleichung (6) auch geschrieben werden: 

(») «-)"-25-:(f)"'^- 
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60 lU. Reihen und Integrale mit BeBselsolien Funktionen. 

16. Andere Formen für die Besselsohen Funktionen 
Bweiter Art. Die Definitionsgleichang iür die BeBselsolien 

Funktionen zweiter Art 13. (4) lautete: 

Setzt man hierin: 

v-n + i, 
wo « eine positive ganze Zahl, b einen echten Bruch bedeutet, 
so wird: 
(1) ^n + ,"7Ji7j'^-»-,-<'0tgsjr-J-,^... 

Die hierin auftretende Funktion mit negativem Index ISßt sieh 
vermittelst 4. (7) durch zwei Funktionen mit positivem Index 
ej^etzen. In der angegebenen Formel w&hle man p =• 2n and 
V = m — «, so geht sie über in: 

■>-,-,- J.-.^i. 1) Hin»»— «)na-«— .) U/ 

1 = 

_ r '^Ti/ ,ii n(i«-i- i)ji(»-i-i-i) ^8\i.--i-i 

''n-. + l_^\ •' JIJin(2n — 2i — i)ji(i-« — £)U^ 

Kehrt maa in beiden Snmmen die Siunmationsordnung um, 
so folgt: (_i)v_„_,= 

-r •^f ,V n(.+l)n(l-.) /i-," 
''«-•^\ ^) iI2in(m-l)J7(— i-l)U/ 

^7 Vr i¥ n(.+i)ii(i-.) /_2_yiti 

^■'.-■+1^* '^ n(2i+i)ii(«-i-j)n(-.-i-i)U;l 

Durch Benutzung der Formel 1. (15) gehen diese Summen 
über in: 

i-xyj ^^^^j y' n(n-\-i}n{i-,)n(!.+,-i) is\ 



n2in(TO— 1) 

.+i)n(i-,)n ( 
n(!i+i)n(«-i-i) 



--'— j , y n(»-j-iyi(i-^(i+o ^ 
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Andere Formen für Y,. 



^ach Einsetzang dieses Wertes ia (l) wird: 
r„ ^ , = — cotg E 31 ■ (7, ^. , 

,„, ■ «""-'^ nain(n-i) \.x) 

_i_ ^ Ji(»+i)ji(X-t)na+ e) /2\i^+i 

« "—.+1 ^ JI(ai+l) il(n-l-i") V«-' 
Setzt mau im speidellea c ^ -|- ^, so ergibt sich: 

j_ ^ J7(w+x)n(t-i)n (i— i) /2\ä- 

■^'• + i- « --|^ JI2in(n-l) Va;^ 

« "+i^ n(2i+i)n{N-i-i) U^ 

TUid wenn /,__l durch /,^x '^^'i "^'n + i- "'ormittelst 4. (3) er- 
setzt wird: * i i 

t "+y^ iI3rii(n— 1) U/ ' 

oder nach 1. (16): 

y» r ^ j - j^ ^ _i_ ^ nin(n-i) tvj 
(3) 



, ■y II(l- |)IT(n+l)/l\" 
" + V^ niI7(n — 1) \^^ 



Setzt man in (2) dagegen £ — 0, so tritt das erste Glied rechts 

zusammen mit dem ersten Summanden in unbestimmter Form auf; 

diese Glieder lauten nämlich: 

. , . n{—t)nff-i) , 
— cotgtjr- J^^,-( >_--i- > -J„_,, 
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III. Beiben und Integrale mit Betselschen Funktionen. 



also wegen 1. (15): 



dieser Bruch geht für t — über in: 

und der Wert dieses Aosdrucks ist in 15. (7) angegeben. Alle 
äbrigen Glieder in (3) bleiben endlich und beetimmt, so daß man 
findet mit abermaliger Benutzung von 1. (18): 



y;-j^ 11(1-1) n(»-j) 



nin( n+i) /_i^\"+ 



Einen anderen Äusdmek erhSlt man durck 4. (8); setzt man 
dort V ■= — t und j> = », Bo folgt: 

r -y, y n«n(-,) /''!-', 

■>-,-,- ^y ^1 mn{n~i-im>.—^i)\i) ■''-■ 

oder mit Hilfe der sclion häuüg benutzten Formel 1. (15): /_„_,= 
IInn(-,) VI, „ .in(n~l+.);.n(.+.-l-l) /2\-i 

" »" .ai'-"'' nin(«-i) W '- 

, ...in., ^ ^^^(- .) lI(n^-.-l-l) /«^-^ 

Hierdurch geht (1) über in: ¥„+,=• 

_ , 1 vin»JT(— «)n(n+t— 1— i)/2\"-i ^ 
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R«iliMi far Yn+^ vtnd Y,. 



m y.^. — cotg.«^„^.+ ^2 — mn(n-T) — U) ■'-^- 

1 = 

Für « = i ergibt sich hieraus: 

Für t — tritt das erste GUod auf der rechten Seite Ton (6) 
und der erste Summand des zweiten Gliedes in derselben unbe- 
stimmten Form wie oben auf, während die flbrigen Summanden 
endlich und stetig bleiben, so daß man findet: 

r.=|(i'(»)-i«gf|^.+l2'(-i)'i';ip) •'.*■' 
(V) '-' 

Ffir n — fKllt die zweite Summe fort, und man erl^t: 

(7.) r.(.)_l. |y(o)-iog| j J.W + 1 J;tS^J,/»). 

1 = 1 

17. Integrale mit BeaselBOhen Fonktionen. Multipliziert 

maai 4. (3) mit x* und dividiert 4. (4) durch x\ so erhalt 
man: 

(1) x'J^ 1 — va!'-'J^ + ie'-J/-=--^— ^, 



Hieraus folgt durch Integration: 

fx*J,_j{x)dx=-[x'jX, 
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64 III- Reihea uod Integrale mit Beseelachen Funktionen. 

oder: 

(3) ,A'+lJ,(a!)<iar = [x'+'J,^.J*, 

(4) fx-"^'JXx)dx~-{x-^^^J,_,]l 

Ganz enteprechende Formeln gelten auch für die Funktion Y„. 
Tritt als Grenze lilnll oder Unendlich auf, so ist zu antersuchen, 
ob die Integrale Oberhaupt endlich bleiben; diese Bemerkung gilt 
auch fOr alle folgenden Integralformeln. So findet man: 



(6) 



/„■+T»ä._.'+'r.^,(x), 



/.-*T,(,,)ä.-«-".l-,.,(.). 



Hier wie bei allen folgenden Integralformeln soll der Inte- 
grationsweg ein Teil der positiven reellen Achse sein, wenigstens 
muß er bei allen Formeln, in denen die Grenze oo auftritt, dieser 
Linie zuletzt sich anschmiegen. Nur in der ersten, nicht in der 
zweiten Formel (6) kann Null als Grenze gew&blt werden, und 
man erhält: 



/•- 



(7) /»-' + ■/,{«) d« 



Viel wichtigere Foi-meln ergeben sieh durch folgende Über- 
legung. Aus 5. (8), (9) in Verbindung mit U. (6) erhält man, daß 

z = c,YxJ,{x)->rC,yxY, 
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/u-^J,(«)/^(M)i«. 65 

das allgemeine Integral von 

ist. Verbindet man hiermit eine beliebige andere Differential- 
gleicbnng der Form: 

(9) '"-','„ 

SO ei^bt sich in ähnlicher Weise wie in 18.; 

oder: 

(10) /{»-»,)«,<i.-h/-«,t. 

Setzt man in (10) s^ ^ — r— j 1 und wAhlt Unendlick 

als obere Grenze der Integration, SO erhält man je nach den 
Werten von ü nnd 2j mit BOcksicht auf 12. (1) und (2) und 
18. (2a) nnd (2b): 

Ha) yj,(„)J-^(„)^ = -j±-,(|-Bin(v-^)^-a:J^J-;+xJ„j;,;], 

Hb) Jr»r,(«)^=^.j|sin(v~^)-; -^y^y:+xY,y;], 
ao) yjx«)r^(«)^_-j±-,{i-cos(v-^)f-^r^/;+:rj,r:}- 

In der ersten und dritten Formel kann x ^ gesetzt werden, 
dann fließt aus (IIa) und (ll'c): 



(12) 



/ -^.(«) J,C") -^ " IT ■ v'-i.' ■ '*^"**" 

iOB«=. 5 
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111. lt«ihen und Integrale mit BesBeUcben Funktionen. 



f 



(13) /j.My„M'^-|- ,.-,.' ■ <-"« 

Ist in den Formeln (ll) und (12) i> ^ fi, so tritt die rechte 
Seite in der nnbestiiumteii Form ^ auf, und zwar (11 c) mit Büok- 
sicht auf IS. (3); in bekannter Weise erhKlt man dann: 

(14b) /r.'(„)ii-i(i + .i'.''^-.r,|^), 
(u.) //.(.) YXufi - i [j: "^ - 7,S) 

(15) J'j,.(.)^_l.. „>., 

Setzt man znr Abkürzung: 

cJ dY 

(16) -^=r,,(a;) und -fj- — W^^), 

multipliziert man (I4a) mit F^, (I4c) mit J^ und sabtrahiert, 
so folgt: 

//.(.) { r.(.) 7.(.) - 7,(«) r,(„) ) ^ 

also nach 18. (3); 
(17a) 2v/V,(«) { r,(:r) J,(«) - /,(«) r,(«) } ^ - r,(^) - I F.(;r). 

D.q,t,zeaovGOOglC 



/»-»j/(«)du, 67 

Ebenso ergibt sich ans (I4b) und (I4c): 

(I7b) 2.Jy,(.)|r.(.)j„(»)-J,(»)>',WlT +•'.(') --J'^.W- 

Andere Formeln findet man, wenn man in (ll) erst 11= v — 1, 
dann |u-"v + l setzt und addiert mit Rücksicht auf 4. (2): 

2-/^.'(»)S -JirAi -'-'->•'■'+ «•^.•'.■-. ) 
2»J>.'{«)$-iiti|^-J-''.'[(2- + i)-f.-.-(2»-i)J.J 

+ ^. [(2-+l).'.'t,-(2»-l)^;t,])- 

Wendet man auf die erste eckige Elanuner die Formeln 4. 
(1) nnd (2) und auf die zweite die durch Differentiation daraus 

folgenden: 

an, so findet man: 

+ 4v j./," + '^ j, j; — ^ /,' ) 

oder: 

Hierin kann J" durch // und J^ vermöge der Besselschen 
Differentialgleichung ersetzt werden; so findet man: 
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-i-((i''.+''.')'+(0'+K'-Ä'^.'l- 

Genan die entsprechende Formel gilt für T,. 
Man findet, leicht aus (6), daB die Qleiohung 



die allgemeine Lösung 

man in (9) s, 

wo natürlich unter j'{ax) die Funktion .' , verstanden ist. 

*'■' d{ax) 

Durch 4. (4) geht diese Gleichung über in: 
(20) («'- W, A •'.(«') •'.»"=) •"' 

Die entsprecheadea Qleichungea gelten natfirlieh iiir die Integrale 
fiJXi") y.ff «) dz und j'x r,(o») r,(^«:) di. 
Aus diesen Gleichungen folgt; 
(21a) («'-|S")/«/,(.r)/,(^«)di 

-^^.(.)j-;(-|i)-.j.Oi)/,;(.), 
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/iJ,(Bi)J,(^ai)d.i. 



(üib) («'-^•)/ij;(.i)/,((Jj!)<ii 

- «j,w j,„(«)-^/.{«)7,„m,i..-.) 

° - 1 (f )'+ - J'.*)''.« W - P''. w ^.+.»- 

Bringt man in diesen Formeln a* — ß' nach rechts, so tritt 
die rechte Seite in der unbestiDunten Form ^ auf, sobald jJ — a 
wird. Bestimmt man den wahren Wert des Ausdrucks, so er- 
hält man: 

Setzt man v -|- 1 an Stelle von v in 4. (3), so findet man: 

und unter Benutzung von 4. (4) ergibt sich nach einfachen Um- 
formungen; 

(aab) 2 /«J^(irw}r,(a:«}rfM = --, + (l — -4) Jr(^)y,(iF) 

Noch auf andere Art gelangt man za ähnlichen Integral- 
formein. 

Uan multipliziere die zweite der Formelgruppe 15. (3) mit 
'— und integriere von Null bis Unendlich, so erhält man: 
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Wendet man auf die rechte Seite (13) an, so wird: 
(23) 



,7 )=o (►^-i) 



4 vx^', ,>, 21+1 

Nun lautet eine bekannte Reihe: 

cosa; ^ '> -' (äl + l)'«'— 4x" 
setzt man hierin a; = -5-, so erh&lt man: 

, 4 21 + 1 



„ *« -^ ^ ^^'"« (21 + 1)--,." 
folglich geht |'23) über in: 

(24) fjXx)<lx = l. (»-« 

Durch Anwendung von 4. (3) folgt hieraus: 

/ 1^^ J, + i(a;) + /,V,} dx = 1 oder: 

(26) J^'^d^^l- .r>0, 

Auch durch Benutzung der Integraldarstellung derBesselschen 
Funktionen lassen sich Integralformeln finden. Aus 9. (l) folgt: 

2'-"n(v-^-i)y-f^^^ = 
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/x"" '"'7,(0;) da:. 
dvirch Vertauschung der lategrationsordnuug ergibt sich: 



-m, 



f J,dx 



Setzt man nun fi ™ 2it — 1, so daß für fc die Ungleichheitg- 
bedingungen bestehen; < fc < 7" i ^o findet man durch (24) 
fiü' das innere Integral den Wert — _ und alsdann nach L (29): 



ß 






Das Integral links bleibt endlich, wenn die obere Grenze für ^■ 
bis auf -g" "f" T heraufgesetzt und die untere Grenze far v von 
— 1 bis — ^ herabgesetzt wird. Durch Benutzung der Formel (2) 
kann die Gültigkeit der letzten Gleichung in den erweiterten 
Grenzen nachgewiesen werden, und man erhält daher: 



ß 



J^ {x)dx ^ il(fe— 1) 



18. Darstellang willkürlicher Funktionell durch Bessel- 
Bohe Funktionen auf andere Art. In 1&. wurde die Ent- 
wicklung einer beliebigen Funktion nach Beaaelschen Funktionen 
besprochen derart, daß die Parameter eine arithmetische Reihe 
bilden und die Argumente unverändert bleiben; bei vielen Pro- 
blemen nun ist es von Wichtigkeit, Funktionen zu entwickeln 
nach Besselschen Funktionen derart, daß die Parameter unge- 
ändert bleiben, die Argumente dagegen sich ändern. Der üinfach- 
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heit lialber soll der Parameter Null nur besprochen werden, die 
Ausdehnung auf den allgemeinen Fall ist daraus leicht zu erkennen. 
Wenn eine Funktion /"(;"), die in dem Intervall von bis 1 
stetig ist, in eine Reihe der Form; 

sich entwickeln ISBt, so können die Koeffizienten a^ dieser Ent- 
wicklung bestimmt werden, wenn die Größen #j, durch welche 
sich die einzelnen Glieder unterscheiden, die positiven Nullstellen 
der Funktionen J^ oder J^ (resp. J,), aber deren Lage im 5. Ab- 
schnitt genaueres mitgeteilt werden wird, oder allgemeiner die 
Wurzeln der Gleichung 

sind, worin A und B beliebige Konstanten bedeuten. 

Um dies zu zeigen, multipliziere man (l) mit xJ^(fi x) und 
integriere von bis 1, so erhält man: 

Sind nun 9^ und ■ff^ verschiedene Nullstellen von J^{x),bo 
verschwindet das rechtsstehende Integral nach 17. (21a); nur 
wenn i — fi ist, erlwlt man ans 17. {22a): 

(3) Jxj\(s,x)ix - J [/.■(»„)]'_ i j;(<>,). 

Folglich findet man aus (2) und (3): 

fxf{x)Jo{^^,x)dx'=^a„J\{%^^ 
oder 

(4) %=\^fxf{x)J^{&^x)äx\:J\{&^). 

Durch diese Gleichung lassen sich die Koel£zienten der Ent- 
wicklung (l) berechnen. 
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Versteht man dagegen uiit«r #j die Nnllstellen von /o'(^) 
oder, was dasselbe ist, von Ji{x), so Tersohwindet das rechts 
stehende Integral in (2) ebenfalls, wenn &^ und #j verBChieden 
sind; ist aber X—'fi, so wird hier: 

und es ergibt sich demnach eine der obigen entsprechende Koeffi- 
zieatenbesümmiuig. Jedoch ist hier folgendes noch zu beachten. 
Setzt man in 17. (21 a) ^ — und w&hlt a als Nullstelle von J", 
so findet man fOr v = 0: 



(6) ßja(ax)dx = 0; 

multipliziert man daher (1) mit X und integriert zwischen und 1, 
80 folgt: 

fxf{x)dx = 0. 

Da nun bei beliebiger Wahl von f(x) diese Gleichung im all- 
gemeiuea nicht erfällt sein wird, so kann eiue Entwicklung in 
der Form (l) in diesem Falle nicht stattfinden. Jedoch wird eine 
derartige Gleichung ermöglicht, wenn man noch einen Summanden 
vorschiebt, nämlich setzt: 

(7)' /■f^)-ao+J'«.'fo(»i-^)- 

Multipliziert man diese Gleichung mit xJ„0^x) und integriert, 
so ergibt sich aus (5) (6) und 17. (2la) der Koeffizient «„, und 
multipliziert man mit x und integriert, so findet man aus (6): 

I f(x)xdx — a^J xdx. 
oder • 

«0— 2J xf{x)dx. 
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Die Gleichung (7) geht genau in (l) über, wenn man dort die 
Summation mit NnJl statt mit Eins beginnt und unter #o die erste 
NuUstelle von J^^ (x), nämlich die imNnllpunkte gelegene, versteht 

Auch in dem allgemeinen Falle, daß die Gröflea. ^j Wurzeln 
der Gleichung 

(8) -4 Jo(^) + -BZ-^iC^) - 

sind, ist auf entsprechendem Wege die Eoefdzientenhestimmung 
zu bewirken. Wenn a and ß verschiedene Wurzeln von (8) be- 
deuten, so geht der Minuend der rechten Seite von 17. (21a) fOr 
V — Aber in: 

und der Subtrahend erhält denselben Wert, also wird die rechte 
Seite wieder Null, A»is 17, (22a) ergibt sich: 



2ßjl(&^x). 



,dx = J2(*^) ^,|^- - j\{»;} - 



und hiermit sind die nötigen Mittel zur KoeHizientenbestimmnng 
von (l) gegeben. 

19. Darstellang der bypergeometrlsolien Reihe durch 
ein Integral mit Beaaelsohen Funktionen. Es sei: 

(1) <p{x)=J ^-- rf«- 

so folgt mit Benutzung von 6. (4a): 

(2) y(^)-_J_^_._^_d«, 

.,, , 1 fd'JAux) J 



Damit diese drei Integrale endlich sind, muß sein: 
(4) ■ i<^<i + ^ + l. 
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fu-'Ji(ux)J^(H)dH. 75 

Aus der Differentialgleichung für die Funktion Ji(wx) ergibt 
aioli Termittelst (t) bis (3); 

(5) 9 +-V -^tV J --^1 '^«■ 

Doreli partielle Integration findet mau ans (2): 

(6) v-'-^f ^J --.-, du, 

entsprechend aus (3): 

„ ,^-2 , 1 fdJxifx) j;, 
, <P --^-9- -,f --öiT- ■ ^~» 

nnd durch nochmal^e partielle Integration: 

f ~ ^'^ "~ i"' J ^-">" '^""*'iV „»"-T"^'^'*' 

woraus mit Benutzung von (6) folgt: 

f —-—^9-^ ^, -v = —tj—r-t-d^- 

Aus dieser Gleichung und ans (l) und (6) kann man mit 
Hilfe der BeaselGohen Differentialgleichung die Funktionen </^' und 
Jl, eliminiereu, dann entsteht: 

Durch Vergleichung von (5) mid (7) folgt: 

x*(x* — i)<p" ~x{(2v~ 3)x* + 1)9' 

+ {[(v-l)»-f.'J^' + A»j.p-.0. 
Setzt man hierin: 
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so findet man: 

ir-(a!*— l)tf.'' + { (2A — 2 V + 3)a;* - (2i + l)]x^i)' 

+ {i(A-2v + 2) + (,'-l)«-^»}xV-0. 
Setzt miui schlieBlich: 

so gebt die letzte Gleichung über in: 

(8) {(S-l)*"(l)+ |{i-v+2)|-(J+l)|*-(|) 

+ i(l + f-»+l)(i-^+»+l)*-0 
Führt matt hierin ein: 

i = y-l, 



) geht (8) in die Gleichung 1. (lO) über. 
Bezeichnet man demnach: 



SO ist 
(10)1 



SO ist 

J?.(«, |J, y, z) - Azr-'F(a, ß, y. x") 

+ £x^-'-/'(a — y+1, (J- 7+1,2 — y.a:*), 
WO A und S Konstanten sind, die noch ermittelt werden müssen. 
Um zur Bestimmung der Konstanten -ea. gelangen, gelte folgen- 
des. Mao dividiere (9) durch x>~^ und bestimme den Grenzwert 
für ie =- 0; mittels 2. (7) erh&lt man: 



und dies wird nach 17. (26): 

lim^"-^-f-"' ^("-^^ - ., 

^/-i 2''-''-/'ji(-ftn(r-i)' 

vorausgesetzt, daß das Integral überhaupt endlich ist. Vergleicht 
man diesen Wert mit (lO), so siebt man, daß für y > 1 die Kon- 
stante B den Wert Null hat; dies gilt auch noch für y -= 1 , weil 
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alsdann das zweite Integral det hyp er geometrischen Differential- 
gleichung fQr x = logarithmisch unendlich wird. Für a; < 1 
erhält man daher: 

(n) „(a, ß. y, »; - ,,-.-,gil7)'j,(,^ »'--f ('■ P, y, »')■ 

vorausgesetzt, daS nach 17. (26): 

ist. Die erste dieser Bedingungen kann wegen der Vertausch- 
barkeit von a und ß in der hyp ergeometrischen Reihe stets als 
erfüllt betrachtet werden. Von den anderen beiden Besehrün- 
kungen kann man sich mit Hilfe gewisser Relationen zwischen 
byp ergeometrischen Reihen, deren erste Elemente sich um ganze 
Zahlen unterscheiden, befreien. Es bleibt nur die fUr die Endlich- 
keit der betrachteten Integrale nötige TJngleichheitsbedingnng (4) 
bestehen, die jetzt fibei^ht in: 

a>0 und 7 — a — j3— l>0. 
Die letzte Ungleichheitsbedingung war nötig, damit tp zweimal 
differenziiert werden konnte; es bleibt jedoch 9 selbst endlich, so- 
bald nur 

j. - « - |3 -i- 1 > 

ist; es läBt sich zeigen, daß auch hierfür noch der obige Wert von 
(p erhalten bleibt. 

Ist 3; > 1, so setze man a; — -r- und ux — v in (9), so findet 
man durch (11) den Wert von ip{a, p.,y,x) m diesem' Falle. Man 
erhält schließlich folgendes Ergebnis: 



(12) 



(13) 



H(.-.)./ „' — ..- ""-. 

■-n5^^-^^Sis=s^(«.«-'+i.«-^-i.i)'"". 
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wenn weder er — ß noch y — 1 eine negative ganze Zahl 

und sowohl « als auch y — u — ß + 1 größer als Null ist. 

Für x—'O bleibt. (12) gültig, mit Ausnahme des Falles 

y =■ 1 und zugleich « + j3 > ^ * 

Für a; — 1 bleiben (12) und (13) in Geltung und gehen in- 
einander über, sobald 7— c—^>0 ist. Wenn aber y — « — ^^0 
ist, so wird im allgemeinen das Integral für a; = 1 aneudlich 
groß; nur wenn alsdann 



ist, wo m eine positive oder negative ganze Zahl mit Einschluß 
der Null bedeutet, erhält mau: 



(14) /• '^>-i<^''^-'-p(^) j^ JI(«-l)JI(y-«-p-l) 

■/ x^-"-/^ 2)'-<'-/'n(_^n(7-«-i)n(r-|3-i) 

und für y — o — (9 = 0: 

Durch Spezialisierung von a, ß und y ergeben sich aus den 
Gleichungen (12) bis (15) eine große Zahl mehr oder minder in- 
teressanter Formeln. Als Beispiel setze man: 



)t sich: 
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oder mit Benutzung von 1. (16) und (18): 

\J 5 <■»— r%.-7.7.') U) 



(16) 



Im Falle x^l setze man x« sin 91, dann erhält man durch 

1.(9): 

(17) Jj,{i,)cos{usm<p)^-^^- H^''*sj 
Ganz entsprechend liefert die Annahme: 

f — — 2— , ß— 2~' y~Y 

in Verbindung mit 1, (8): 

(18) fj^(u)sm(usin^)^^^^--- H-'^-'A 

Setzt man in (17) qo <= 0, so erhält man die Gleichung 17. (25), 
für V — folgt aus (18): 

(19) J Jo(«) sin (« sin 9) ^ = 9, 
während für x^ 1 sich ergibt: 

(20) r^(«)sin(«a;)^=J. 

IV. Abschnitt. 

Das AdditJons- nnd das UnltiplikationsthMrem 
der Besselschen Fnnktionen. 

30. Das AddltionstheoTem der BesselBOhsn Funk- 
tionen. Aus dem Taylorschen Satze erhält man: 
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1^0 I^' l^B AdditiooB- und das Maltiplikatioustheorem. 

1 J^ <PJ,(.r) 

Durch BenutzuDg von 4. (9) findet mau; 

^.('+!')-i;(-|)'i'(-i)'Hnii=ü''.-,."W- 

p=o 1=0 

Um hierin die SammatioDsordnusg so vertauschen zu können, daß 
die Beeselsche Funktion vor die innere Summe tritt, muß man 
die rechte Seite in zwei TeiJe — ffir gerade und ungerade 
Werte von p — zerlegen; beachtet man femer, daB man in der 
inneren Summe wegen der beiden Nennerfaktoren dem Buchstaben l 
die Werte von — oo bis -|- oo erteilen darf, so findet man: 

Wählt man in den beiden inneren Summen i — p statt X als 
Summationsbuchstaben und kehrt alsdann die Beihenfolge der 

Sununationen um, SO findet man: 

i = -I, p=\} 

Für die negativen Wert« von l mit Einschluß der Null kaun man 
in den inneren Summen die untere Grenze auf — l erhoben; fOr 
die positiven Werte von A größer als Null kann diese untere Grenze 
auf 1 resp. l — 1 erhöht werden. Führt man dementsprechend 
p + i. oder p — l resp. p — l + 1 als Summationsbuchstaben 
ein und ersetzt schließlich in den negativen Teilen l durch — 1, 
so bekommt man: 
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Reihen für J, (« + y) uud r^(,x + y). 



(!L)"*" 



Indem man nun wieder die entsprechenden Teile mit geraden und 
ungeraden Werten von i, zusammenfaßt: 

+J'(-i)'/.«W2'(-')'nFff(.+Ä- 

Nadh 2, (7) sind die inneren Summen Ji(j/), so daß man findet: 

(1) <r.(x + y) = J'/,._^WJUy) +2(- ^y'^rU=')-^ii(y)- 

Slät Benutzung von 8. (3) kann man diese Gleichung kürzer 
schreiben; 

(2) ^,(« + »)-S''„,W/,W- 

Bei der Ableitung dieser Gleichung wurde von Eigenschaften der 
Besselschen Funktionen nur die Formel 4. (9) benutzt, die ebenso 
fOr die Funktionen zweiter Art gilt; demnach erhält man ebenso; 

(3) T,{x + j) - jT._,WJ,(y) 4-i-(- ifK^.i^Wj,) 

Solikfheltllii, Die BaiulKlieii Fanktionen. 6 
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IV. Das Additiona- and das Multiplikationstheorem. 



Die Gleichnngen (2) und (4) werden als die Ädditions- 
theoreme dsr Besselschea Funktionea bezeichnet. 

Um uns Qber die Konvergenz der gewonnenen Reihen zu ent' 
scheiden, hat man die Werte zii ermitteln, die die BesBelschen 
Funktionen annehmen, wenn der Parameter in positivem oder 
negativem Sinne Ober alie Grenzen wächst, oder anders ausgedrückt, 
wenn das Argument im Vergleich zum Parameter sehr klein vrird. 

Die Definition 9. (7) zeigt, daß alsdann J,(x) gegen — — ■ kon- 
vergiert. Bricht man daher die zweite Snmme in (l) bei einem 
gewissen großen Werte X^ Xj ab, so wird der Rest gegen 



^'■=5' 



(— l)' — T-ji konvergieren. Nun ist: 

','■^»^^x^{v-\-!.) 



'■^ 



(-ly^J^ 



2**nxn(v-i-x) 



Der Aosdrack nnter dem Sommenzeichen stimmt Uberein mit dem 
der Besselscben Funktion J',fY^)i "i*^ ea konvergiert daher der 
Rest üjj mit wachsendem 1, gegen Null. Entsprechend erhSlt 
man fELr den Rest B,' der ersten Reihe: 



r: - 



(f)'j(-»' 
^(-1)' 



-^'^'S}- 



nxn{v—i.)\ 



Diese Reihe stimmt mit der binomischen Reihe filr il ^1 

überein; es wird daher fi^' gegen Null konvergieren, sobald der 
absolute Betrag von y kleiner oder gleich dem von x ist unter 
der Voraussetzung, daß v eine positive Zahl ist. 

Die erhaltene Entwicklung (l) ist also konvergent, sobald 
1^1 ^ {atj ist; wenn aber im speziellen v eine positive ganze Zahl 
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EntwicklaDg von J^ (ßtf). 



ist, so ist wegen 8. (3) dies« Entwicklung fOr alle Wert« von 
X nnd y konvergent. 

Ffir V = erhftlt man im speziellen: 

(6) /.(. + ,)- J.W J.W + 22C- 1)V, W /,(!,) , 

(6) r.(. + ,) - r.(.)j.(,) + 22(- i)'y,WJ,W 

und fllr V — 1 : 

(') •'■(«+») -JiWJ.W 

- - J.'(«)J.« + 2j(- l)'-' J/WJ,(,), 

(8) r, (, + ,)_ _ r.'w j.o,) + 2 Je- i)'-r/(.) j-,(») ■ 

21. Das UnltiplikationatlieoTeni der Besaelaohen Funk- 
tionen. AuB der DefinitioDBgleichung 2. (7) erh&lt m&n: 

Multipliziert man mit 1^1 , so findet man: 

(-)V.(x,)-J'(-l).j,^,.(|)'-'". 
Durch Benutzung von 16. (9) ergibt sich hieraus: 



.+1.+^' 



(«). 



1 in der inneren Snmme i an Stelle von « + i, so wird: 



(v)X('.)-2M;!^'2n9-.,(')'"^. 

.-0 J^ 



+.(^)- 
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Durcli Vertaasctniig der Summationsordnung folgt: 

(f)v.w=|'(f)-*vv.,,(-)2'jfef?^; 

= (^^-_|(f)'<i^7.,,(.) 
oder: 



Diese Gleichung kann mau als das MultiplikationB- 
theorem der Besselschen Funktionen erster Art be- 
zeichnen. 

Durch Benutzung von 4. (6) laßt sich (l) in eine ganz 
andere Form bringen. Es ergibt sich: 

^^ ' iixiT(i-8x-i)n(r-hx) Va/ 



Der Faktor von y'J^{x) Ußt sich durch Vertauschung der 
SummatioDS Ordnung in die Form bringen: 



■y f- ly— Ali . ■y ii(i-,)n(.+i-x-i) , 
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Reihen fnr J, (j;y). 



Setzt man in der inneren Summe X statt 1 — 2x, so wird sie: 



^^ 



fli 17(^ + 2«) *■ ^ ' 



nach 1. (26). Ganz ebeoso läßt sich der Faktor von y'J,_i{x) 
hchandelii; wenn man die geümdenen Werte ohen einsetzt, findet 

(2) j.('s)-y-'X') 

Wegen der mannigfaclien Transformationen, die zwischen byper- 
geometriechen Beihen bestehen, laßt die renhte Seite sieh in viele 
andere Formen bringen. Man kann femer nnr mit Zuhilfenahme 
der in 4. zusammengestellten Rekursions- nnd Differentialformeln 
zeigen, daß die rechte Seite in (2) der Besselschen Differential- 
gleichung genügt. "Es wird daher auch diejenige Funktion, welche 
maji erhalt, wenn man 7^ und F^^j an Stelle von J^ und J,_, 
auf der rechten Seite schreibt, eine Lösung der Besselschen Diffe- 
rentialgleichung sein; dadurch, daß man schlieBlich y — 1 setzt, 
findet man, daß dies die Lösung Y,{xy) ist. Also erhält man 
eine neue richtige Grleichung, wenn man überall in (2) statt der 
Funktionen erster diejenigen zweiter Art einführt. 

Multipliziert man (2) mit i'»_i(^) nnd die Gleichung, die 
aus (2) durch Einführung der Besselschen Funktionen zweiter 
Art entsteht, mit <ff^i(x) und subtrahiert die erste von der 
zweiton Gleichung, so folgt: 

(3) y,{'aV.-Ä') - •r,i'))K-,(') ■ 

-^«- ''J'(- i)-(J)"'-^(l3"-f(-+i.»+.,2.+i,i-,') 
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und zwar mit Hilfe von 13. (4). Ganz ähnlich erb&lt man: 

£b läflt sich noch eine andere Form des MoltiplifcationB- 
theorems finden. 

Benutzt man in: ^ pjy*'. 

die Gleichung IB. (l), ao erhält man: 

Auf eine Art, die schon mehrfach in ähnlichen Fällen benatzt 
worden ist, ergibt sich hieraus: 

also nach 1. (25): 

(5) ^J-,M 

Speziell fllr v = und 1 : 

(/,(«,) - j.{t) + 2 J'7„(«)n», - 1, 1, >') 

(Oa) . '"' 

Lr, (»j) - j _2'(2 i + 1) 7„ ,.,(») F(l + 1, - i , 2, /) . 
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Da die hier auftretenden bypergeometriaclien Beihen ganze Funk- 
tionell (il)-t«n Gradea von y* sind, so sind diese Fonneln, ebenso 
wie Gleichung (l), för jeden Wert TOn y direkt zu benutzen. 
Sie können beispielsweise dazu verwendet werden, um die Funk- 
tion J^ für gebrochene Werte des Arguments zu berechnen, wenn 
sie für ganzzahlige Werte a; bekannt ist. 



V. Abschnitt. 

Verluf nnd GH&e der Besselsehen Fnnktionen fDr gewisse 

Werte des Ai^ments und Parameters. 



mem soll versucht werden, nach Möglichkeit ein BUd zu ge- 
winnen von dem Verlaufe und der ungefRhren OröBe der Besael- 
echen Funktionen. Hierbei hat man natürlich wesentlich zu unter- 
scheiden, ob dag Argument X reelle oder komplexe Werte be- 
sitzt; der erste Fall ist der wichtigste und zugleich einfachste, 
weU hierbei das Argument eine einfach unendliche Mannigfaltig- 
keit von Werten zu durchlaufen hat. Neben diesem Hauptfall 
sollen von den unzählig vielen anderen Fttlten nur zwei der Be- 
trachtung unterworfen werden, n&mlich erstens der Fall, daß das 
Argument rein-imaginäre Werte besitzt oder, anders ausgedrückt, 
die imagin&re Achse der Zahlenehene durchläuft, und zweitens der, 
daß der reelle gleich dem imaginären Bestandteil des Arguments 
ist, oder daß dieses die Halbierungslinie des Winkels der reellen 
nnd imaginären Achse durchläuft. 

Um die Tors tellun gen zn klären und an Bekanntes anzu' 
knüpfen, werden zunächst die Funktionen 

betrachtet. 

Gibt man in diesen Funktionen dem Argumente X positive 
reelle Werte, so erhält wegen der Quadratwurzel jede Funktion 
zwei reelle Werte, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. 
Denkt man sich^^ltr^Argument als Abszisse, die zugehörigen 
Funktionswerte als Ordinaten gezeichnet, so werden die beiden 
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88 V. Verlauf und GcCBe der BeBselBcben Fnnlttioneii. 

KuTveii, die den beiden Vorzeicfaen der Quadratwurzel entaprecbei, 
eylumetrisclL gegen die Äbazissenachse liegen. Man wird daher ein 
völlig klares Bild des Verlaufs der Funktion haben, wenn nan 
nur die eine Kurve, z. B, die znm positiven Werte der Quadrat- 
VuTKel gehörige, genau verfolgen kann, unter dieser Annahme 
erkennt man aus (l) und den bekannten Eigenschaften der tri- 
gonometrischen Funktionen, daß J für x '^ den Wert Null hat 
und mit wachsendem x zunächst positive Werte annimmt, üQr 
(T •- K ober wieder Null wird, dann negative Werte erhalt, bei 
a: "= 2« abermals verschwindet usw. Geometrisch wird J, durch 
eine Wellenlinie dargestellt werden, deren Knoten in den Punkten 
ic = 0, JT, 2«, ... usw. liegen. Diese Wellenlinie unterscheidet 
sich aber von der gewöhnlichen Sinuslinie wesentlich dadurch, daß 
die Amplituden der einzelnen Schwingungen fortwährend ab- 
nehmen, so daß diese allmählich abklingen, wie dies in der Figur 1 
der Tafel, dieam Ende dieses Buches sich befindet, veranschaulicht 
wird. Aue (l) folgt; 



(2) K=yi 



Die Nullstellen dieser Funktion liefern die Maximal- bzw. 
Minimalwerte von J 
der Abszissenachse. 

Die Gleichung 
(3) 2a;cosa; — sinx — 

besitzt nur solche Wurzeln, wofür cosx und sinx gleiche Vor- 
zeichen haben, d. h die Wur/.eln liegen zwischen kn und (k + ^')]t, 
wo k eine beliebige positive Zahl mit Einschluß der Null bedeutet. 
Die erste Wurzel x — von (3) kommt nicht in Betracht, weil 
hierför J' unendlich groß wird; aus (3) folgt: 

tga; = 2ar. 

Da die recht« Seite mit wachsendem x stetig zunimmt, die linke 
8eite aber in den ungeraden Quadranten periodisch die positiven 
Werte von bis oo annimmt, so wird in jedem späterea Qua- 
dranten der Wurzelwert der Gleichung näher an die obere Grenze 
des Quadranten heranrücken. Daraus erkennt man, daS die höchsten 
und tiefsten Stellen der Wellenberge unserer Kurve etwas vor der 



äaovGoOglc 



Ji und Fl tut reelle Argumente. 



Hitte zwisdien den Knotenpunkten sich befinden, aber dieser Mitte 
mehr nnd mehr mit wachsendem x zustreben, ohne sie je ganz zu 
erreicfaen. 

Ähnliche Betrachtungen Über T, und dessen Ableitung: 



i 



fahren zu folgenden Ergebnissen. 

Für a: — wird Y, unendlich wie -;=■ nnd wird für kleine 

positive Werte von x zunächst positive sehr große Werte besitzen, 
mit wachsendem x aber vorläufig abnehmen, ^r x •" — die erste 
Nullstelle besitzen, alsdann ins negative Gebiet eintreten, bei 
a; = -Jffi abermals verschwinden und nun in fthnlicher Weise wie 
J. in Schwingungen mit allmählich abnehmender Amplitude ver- 



i' 



laufen, die also ähnlich abklingen wie die Schwingungen v 
die betreffende Kurve ist ebenfalls in Fig. 1 gezeichnet. 

Zwischen — und n erreicht Y ein erstes Minimum, die fol- 
genden höchsten und tiefsten Stellen der Wellenberge Uegen wieder 
stets etwas vor der Mitte zwischen den Enotenpuakten und streben 
mit wachsendem x mehr nnd mehr dieser Mitte zu. Der absolute 
Wert beider Funktionen ist stets kleiner oder böchstens gleich 

dem von 1/ — , d. h. es befinden sich die Funktion swerte stets 
zwischen den beiden gegen die Abszissenachse symmetrischen 
Zweigen der Kurve III. Ordnung xg* ■- — , die in Fig. 1 durch 
die gestrichelte Linie angedeutet ist. Wahrend fBr Y, diese 

Funktion 1/ — als obere Grenze fOr alle positiven reellen Werte 
von X betrachtet werden kann, bleibt natürlich J für a; < -5- er- 
heblich unter dem Werte dieser Funktion. 

Ist X eine negative reelle Zahl, « — — ai', so wird: 

(6) J>) = -i/(x') und r(x) = + ir(/); 
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die Funktionen werden also rein imagiolLr, unterscheiden Bioli aber 
von den eben betrachteten Werten nur durch den Faktor ^», so 
daB über iliren Verlauf nichts weiter zu sagen ist. 

Ist aber x eine rein-imaginäre Zahl, X — ir, so wird das 
Bild ein ganz anderes. In diesem Falle wird: 

fiO daß man erhält: _ 

J. nimmt also komplexe Werte an, so daß die reellen und 
imaginären Teile gleiche Zahlenwerte haben. 
Setzt man zur Äbkttrzung: 



■K^jC^ 



(6) 


ijW- 


^ Vi («'-«-'): 


SD daß also: 






(?) 


•'.("■: 


)- (1 + ',(•■) 



wird, 30 ist I. eine Funktion, die für r — verschwindet und 
für positive Werte von r selbst positiv Ist und stets zunimmt. 
Denn es ist: 



(8) 



-l)e"-Kgt- + l)e- 



Der Zähler dieses Bruches wird niemals Kuli; für 2r > 1 ist 
dieses ohne weiteres klar; für einen bestimmten Wert von 2r •< 1 
müQte sein: 

^''=r^-l+2(2'-} + 2(2r)*+2(2r)»+---. 

Die einzelnen Glieder dieser Eeihe sind aber vom zweiten an- 
fangend größer als die entsprechenden der Esponentialreihe, so 
daß die Gleichung nie bestehen kann. 
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WKchst f imbegrenzt, so nimiut auch I, unendlich groSe 
Werte an. * 

Ähnlich ar^bt aich: 

Setzt man: 

(9) ■^iw--5-yS(«'+'-'). 

so wird: 

(10) r^(,v)_(i-i)ijM. 

Für rein -imaginäre Wert« des Argnments wird demnach Y, 
komplex, und zwar so, dafi die reellen und imaginären Teile ent- 
gegengesetzt gleiche Zahlenwerte haben. Für r — wird L wie 
—^ unendlich, fftr positive Werte von r nimmt L. selbst positiT» 

Werte an, und zw&r nimmt X, mit wachsendem r zunHchst ab. 
Es ist: * 

Für denjenigen Wert Ton r, wofür; 

ist, besitzt L, ein Minimum; es findet dies statt ffir r = 0,77170'-'. 
Von diesem Werte an wächst L, unbegrenzt und wird für unend- 
lich große Werte von r selbst unendlich. 

Wahrend für reelle unendlich große Werte des Arguments 
heideBesselscbe Funktionen verschwinden, werden für rein-imagi- 
näre, unendlich groBe Werte beide Funktionen unendlich groß. 
Aber auch in diesem Falle läßt sich .eine Lösung der Besselschen 
Differentialgleichung finden, die im Unendlichen verschwin- 
det Zu diesem Zweck hat man J und Y, mit solchen Faktoren 
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za moltipliziereu und zu addieren, daß dabei die Funktion e^ fort- 
fallt; man findet SO die Funktion: 



i 



(11) 

die natürlich noch mit einem willkürtichen konstanten Faktor 
multipliziert werden kann. 

Ist Bchiieftlich x eine beliebige komplexe Zahl, so kann sie 
stets in die Form x = (r, &) — r (cos &-\-i sin &) gebracht werden. 
Liegt X auf der Halbierungslinie des Winkels beider Achsen, so 
bat man #=-7- zn setzen; dieser Fall soll als Beispiel fOr den 
allgemeinen Fall dienen. Es ist: 






, komplexe Zahlen, der« 
lagin&re Bestandteile völlig verschieden sind. Fttr r = wird 



Hier erhält man für J komplexe Zahlen, deren reelle und 



groß; Mr gewisse Werte von r kann der reelle, fflr andere der 
imaginäre Bestandteil verschwinden; zugleich aber können beide 
nicht verschwinden, denn sin x hat keine komplexen Wurzeln. 
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FOr die Beaselsohe Funktion zweiter Art ergibt sich: 

(") -.■[.i»(;,+i),Ä-..(;,-|).-Ä]|. 

Es l&Bt sich leicht zeigen, daB aus beiden Funktionen eine 
neue gebildet werden kann, die im unendlichen verschwindet, 
nämlich »■ J, +7,- 

as. Die Funktionen JJ, und Tj, für positiTe reelle Werte 
de« ArgomentB. Ans den Beihen 2. (7a) und (7b): 

(1) 7.(^)_l-|, + ^.-^^, + ... 

(2) J,(z) 7.-W - f {' - Ä + 2-Ä-.6 



2'4-6'4'6-l 



erkennt man, daß /gC^) ~ ^ ^^^ <^^ tüi x^2 die Reihe 
positiv ist, weil, wenn man in der Reihe für Jq je zwei auf- 
einanderfolgende Grlieder zu einem Gtiede vereinigt, die neue Ent- 
wicklung nur positive Glieder enthält. Aus der zweiten Reihe 
erkennt man, daß J„{x) für Werte von x, die kleiner als 21/2 
sind, mit wachsendem x abnimmt. Genaueres über den Verlauf 
von J(i(z) läßt sich aber aus 11. (4) ablesen; diese Gleichung 
geht für V — über in: 



(3) 






Alle im Integranden auftretenden Funktionen sind positiv mit 
Ausnahme der Funktion sin ("^ + y) i ^8 sowohl positive als nega- 
tive Werte annehmen kann. Ist x ^ f-», so ist daher das Inte- 
gral positiv; ist dagegen *> «, aber x ^l^n, so ist der Sinus 
negativ d. h. Jq{x) negativ. Es liegt also die erste Kullstelle 
von t/|,(x) zwischen ic = J-n und x = n. 
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Setzt mau allgemein: 

.-(* + ,),, 

wo k eine positive ganze Zahl mit EinBOhluß der Null und t einen 
positiven echten Bruoh bedeutet, so wird: 



(4) J„(!c) = (-1)*^ / . ^ ^J e-^^'^-'do». 

iBt c ^ |-, BO wird .Tg positiv sein, wenn k gerade i^t, und negativ, 
wenn h ungerade ist; ein Z eichen wech gel d. h. eine XuUatelle von 
Jff(x) kann nur eintreten, wenn e zwischen f und 1 liegt. Dieses 
Intervall läSt sich aber noch verengem. 
Setzt man 

1 

wo £'< 1 ist, so wird; 

„-.■,-f 



/ Bin (oycOB a> 

(5) = / '"°^* *" a/ ^_,^^^^^ 

T 

_y_it_iZe--.-d„. 
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Jedea dieser beiden Integrale ist. positiv; bezeiolmet man das 
erst« zur AbkRrzuug mit tf, das zweite mit i(>, so ist: 



»-'1? 



")/to.(I-.-)-f 



(6) <- 



i.(I-.-t-i 



sxyi!o.(i-.')-j 



/.»fi"-f)^ 



»vW.ae*''«'^, 



wo der im Nenner stehende Ausdruck den größten Wert der ein- 
geklammerten Funktion im Intervall von bis — bedeutet. Der 
nach« genommene Differentialquotient von cos o ysin a e**'«'" ist: 
(4a; — Hin 2a>) Bin m + CQg' m ,s,tBai, 



er ist also positiv, sobald sr > ^ ist. Da diese Bedingung schon 
fflr die erste NnllBtelle (a; > }n) erfüllt ist, so nimmt die obige 
Funktion im Intervall bis -- beständig zu und erreicht dem- 
nach an der oberen Grenze den größten Wert Es wird also: 

D.q,t,zeaovGOOglC 



(') 



T. Tarlanf nod OtOBa dar BeüBeUcIieii Funktionen. 



■* > -. 7^^^ ^~ ''T 

s n 1/ . tx 

^ - _! -p-i»tg5^ 

Befindet sich a: — Ift + - 1 « vor einer NnDstelle von J^{x\ 

80 ist 9) — i(> positiv; liegt aber X nach einer Nullstelle, so ist 
g) — i/j negativ. Aus den eben berechneten Werten ergibt sich, 
dafi diese Differenz sicher negativ ist, wenn: 

iBin'i^ sin(l-O-^-C0a^ 



iat, oder v 
(8) 



Prüft man diese Ungleichheit auf Ihre Richtigkeit für s = ^, so 
nimmt die rechte Seite den Wert an: 



Nun ist tg -; >■ -^, demnach wird der Bruch kleiner als — . Die 
Ungleichheit x > — ist aber für die erste, also auch fllr aUe 
folgenden Nullstellen erfüllt; folglich erhält man den Satz: 

Die positiven reellen Nullstellen von J^{x) liegen 
zwischen (h + D« und Qc + ^)n,, wo k alle ganzzahligen 
Werte mit Einschluß der Null durchlauft. 

Hieraus erkennt man, daß die Kurve, die J^iß) darstellt und 
die in Fig. 2 gezeichnet ist, ahnliche Weltenform besitzen wird 
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wie J±(,x). Während aber bei J, die Enotendistanz stets n be- 
trSgt, ist sie bei J^ variabel, und zwar kleiner als n. 

Eb sei, um dies zu zeigen, ^ — (k -{ — Jjt eine Wurzel 

Ton J^ix) = 0, so ist fQr fcw < x < I der Wert von (— l^J^^x) 
positiv; übersehreitet x den Wert |, so wird dieser Ausdruck 
negativ. Wenn {— l)*Jo(^ "f" ") wieder positiv ist, so ist die 
obige Behauptung richtig. Nun ist nach (ö) für diesen Wert 
von a': 



(9) 



M 



t/ CO 



(-l)'i^.« + -) 



= /.. '^ -^.■.■^e-a(i+")tg.»rfa, 
(1- " " 



sinoiycoam 

Nun ist sofort ersichtlich, daß das erste Integral der letzten 
Gleichung größer ist als: 



'""'J ....W ''"'•"''° 

7 
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und das zweite kleiner als: 



und diese beiden Ausdrücke sind nach (9) einander gleich, somit 
ist (— l)*/o (i + ^) positiv. 

Aus (8) sieht man, daB e um so kleiner gewählt werden 
kann, je größer x ist; es werden also die höheren Nullstellen 
immer ntther an (i + f ) ™ heranrücken, jedoch so, daß -die 
Wurzeldifferenz stets kleiner ab w bleibt. 

Genau die entsprechenden Betrachtungen lassen sieh an die 
aus 11. (5) folgende Gleichung; 



(10) 



anknüpfen, und man erh&lt: 

Für sehr kleine positive Werte des Arguments hat Yf,(i>!) sehr 
große positive Werte und nimmt ab; die erste Nullstelle liegt 
zwischen "^ = -r und x = -g-. Die Kurve, die 7f,(x') darstellt, 
nimmt nun einen ähnlichen , wellenförmigen Verlauf wie die von 
Jq{x), und zwar verschlingen sich beide Kurven in ähnlicher 
Weise wie die Sinus- und Kosinuslinie und i^e es in Fig. 2 zu 
erkennen ist. Die reellen positiven Nullstellen von T^(x') 
liegen zwischen (fc + ^)w und (k + |)jf, wo k alle ganz- 
zahligen Werte mit Einschluß der Null durchläuft. Der 
Unterschied zweier aufeinanderfolgenden Nullstellen 
ist kleiner als «, konvergiert aber mit wachsendem k 
gegen «. 

Aus 11. (4) und (5) findet man für den absoluten Wert B^ 
von /, sowohl als auch von T^ die Ungleichung: 
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S'+'ic' / cos' To _i^„„„ . 

2a; COtgb) => u, 

eichuDg über in: 



2x COtg b) = 

so geht diese ÜDgleichung über in: 



Ist V <i\, so ist der Exponent des letzten Faktors negativ, es 
wird also sein Wert mit wachsendem u abnehmen und für u => 
am größten sein; daher wird: 

Das hier auftretende Integral ist nach 1. (28) gleich I7(v — ^), 
so daß man erhält; 

(11) B.<VJ^ (-*<-<+«• 

Hieraus folgt, daß sowohl /„ als auch Fg tau positive reelle 
Werte des Arguments zwischen den beiden Zweigen der schon in 
22. erwähnten Kurve xy* = — verlaufen. 

24. Die Fonktioueu J^ und Yg für negative reelle 
Werte des Ai^nmentB. Aus 2. (7) folgt: 

(1) U- ')-',('); 

d. h, Jg hat für negative Werte des Argumenta dieselbe Größe 
wie ffir positive; aus 12. (6a) folgt aber: 

(2) . Y,i-x)~Y,{x)~2{2h+l)iJ,{x), 

T 
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weil bekanntlich 

log (- ar) - log a; + log (- l) =- log 3; -f- (2Ä + l)«* 
ist. 

Hierin tritt die unbestimmte ganze Zahl k auf, woraus her- 
vorgeht, daß Yq und ebenso T„ nicht eine eindeutige, sondern 
eine unendlich vieldentige Funktion ist wegen des Logarithmus, 
der darin auftritt. Mit demselben Rechte wie die bisher be- 
trachtete Funktion Yf„ die für positive reelle Werte von x seihst 
reell war, hätte man auch eine Funktion T^ wählen können, die 
komplexe Werte für positive reelle Werte von x annimmt; näm- 
lich eine B^inktion, die von unserer Funktion um beliebige ganz- 
zahlige Vielfache von ÜJ^ sich unterscheidet. 

Derjenige Wert von' T^, der für positive reelle Werte von x 
selbst reell ist, beißt der Hauptwert von Y^; von ihm allein ist 
bisher die Bede gewesen, und auch spater wird unt«r Yg immer 
der Hauptwert dieser Funktion gemeint. 

J'o(— x) unterscheidet sich nach (2) von dem ent-sprecbenden 
Werte fhr positives Argument um ein ungerades Vielfaches von 
2ii7'u(x); als einfachsten Wert dieser vieldeutigen Funktion kann 
man wählen: 

(3) r.(-«)-i-.(.)-2iJ.(.), 

WO unter Yg der Hauptwert zu verstehen ist. Man erkennt hieraus, 
daß für negative reelle Werte des Arguments die Funktion Y^ 
komplex wird und daß der reelle und imaginäre Bestandteil nach 
(3) in einfachst«r Weise aus den Funktionen Fg und /g erhalten 
wird. Nur an den Nullstellen von Jg{x) wird die Funktion 
Yff(—x) reell; an denen von Yg{x) wird sie rein-imaginär. Null- 
stellen besitzt Yg{— x) nicht, da J'g und Y^ niemals gleichzeitig 
verschwinden. 

2S. Die Punktioiieii «/q und Y^ für Toin-iinaginare Werte 
des ArgamentB. Wie der Verlauf der Funktionen J. und Y 
für rein-imaginäre Werte des Arguments völlig verschieden ist 
von dem für reelle Argument«, so auch bei den Funktionen Tg 
und r,. 

Zunächst erkennt man aus der Definitionsgleichung 3. (7): 



(1) J.{i^)-2-r 
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daß Jn(ix) eioe positive rellee Größe /o(:r) ist, die mit wachsen- 
dem a: w&cbst. 

Aus 6.(13) folgt: 

Aus diesen Integralen ei^bt sich leicht: 

d. h. mit wachsendem x nimmt Jn(ix) ähnlich wie die Exponential- 
funktion zn. 

Zwischen Jt(ix) und den Funktionen mit reellem Argument 
bestehen einige Relationen, Aus 2t. (l) folgt für y = t und 
v — O: 

(3) !,(.)- ^-^^J,{x) 

und aus 31. (öa): 

1.4) M') - •'.(«) + 2^ ^.j(') ■ -ffr - 1, 1, - !)■ 

Sind die Werte der Ftmktioneu /g^ bekannt, so kann man mit 
der letzten Formel die Funktion Ja(ix) für nicht zu große Werte 
von X ziemlich bequem berechnen, wenn 

F{l,-l,l,-l)-a, 
bekannt ist. 

Für diese Zahlen gilt die Rekürsionsformel: 

t2A — 1) (i + 1) a^^i = 4I'31'— 1) Oj ~ (i — 1) (2i + 1) a^._, . 

Die Wert« für ;i — 1 bis 10 sind in fönender Tabelle zu- 
sammengestellt: 
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i \ 192 

5 1002 

6 I 5 336 

7 . 28814 

8 157184 

9 : 864146 
10 i 4 780008 

Aus la. (6 a) folgt: 



für den Hauptwert von Yg(ix) ist nun 

logi-t~, 

also findet man: 

Wr.(.-.) = -|(/.Wio,f-|:ii-L(fn-'-«')- 

Hieraus erkennt man, daß die Besselscbe Funktion zweiter 
Art, abgesehen von dem (— j)-faeben der Besselschen Funktion 
erster Art, auch eine reelle Grö&e ist. Nach 16. (7 a) kann man (5) 
schreiben : 

(6) T,(u}-l{v{o)-ioe^] /.W + 12^'— .V.W, 

wenn man setzt: 

(-l)V„(i.)-J„«i 

ea bedeutet dann /ii(a:) eine positive Größe. 

Das Integral, das in 11. i^ Y^ gefunden wurde, kann für 
rein-imaginäre Wert« des Arguments nicht benutzt werden, da es 
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nur unter, der Voranssetzuiig gilt, daß x einen positiven reellen 
Bestandteil hat. Aber der Weg, der in 10. zn diese« Formeln 
führte, wird auch hier eine Integralformel fflr Yff(ix) liefern. 
Dort hatte man gefunden, daß das Integral 

(7) y = X' e+'^f^v - v*}'-^' e± "" rfv 

eine Lösung der Besselschen Differentialgleichung ist, wenn die 
Grenzen des Integrals Null, Eins öder eine Nullatelle von e±*"* 
sind. Ist nun x auf der positiven Hfilfte der imaginären Achse 
gelegen, so kann als Grenze ± oo gewählt werden, je nach dem 
Vorzeichen von ix. Man erhält so für v^'O die Lösungen; 

Ji = e^ 1 — . dv = I ^ (f w 

osd 

= ~i I du. 

j/ y«'— 1 

Nun ist: 

yi = / -^^--^~=i du — > I —r----- du, 
also nach (2): 

Es läßt sich nun zeigen, daß if/^ -\- logx für x = einen end- 
lichen Wert besitzt, den mau folgendermaßen findet. Es ist: 
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Ferner ist: 



\ogx^J(e"'-e-")- 



Durch Addition erhält man: 

^e' fe-"(-^-^^-^du. 
J Vy»*— 1 "/ 

Setzt man nun x — 0, so wird das erste Integral rechts nach 
einer Pormel von Dirichlet*) übergehen in ^(0), das zweite aber 
wird log 2. Denn es ist: , 

-log(l + ')/l-i). 

Lftfit man hierin a ins unendliche wachsen, so erhält man den 
angegebenen Wert Also wird 

Hm(iy,+ logx)(„o)- ^(0) + logS, 
oder es n&hert sich iy^, wenn x verschwindet, dem Werte 

*'(0)-logf. 

*) Snr les integrales Eul^rieunes, Crelle Journ., Bd, 15. 
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Das allgemeine Integral der BesselscbenDilTereutialgleicInuig 
JJq-\- BYf, nähert sich aber nach (l) und (5) dem Werte; 

also ist i ■ y^ dasjenige lategral, wofür 

B = ^ und Ä^iB^i^ 
ist, d. h. 

oder; 



(6) 



'.(i«)-!/:^;^"'»-'««)- 



Bezeichnet man den reellen Beatandteil Ton Yf,(ix) mit io(«), 
so hat man aus (5), (6) imd (8) die Beziehungen: 

'x,(.) — l(l„(.),og-J-;f^(fri. ^ 

- l- j W{0) - log l- ] U^) + -*- ^^f- , 



(9) 



I — ■ dw = - - e ' I --^T^== 



Aus der letzten Gleichung erkennt man, dafi Lo(p) stets posi- 
tiv ifit; fiihrt man im letzten Integral 2ux als neue Tntegrations- 
* variable ein, so findet man: 



(10) 



i.(») 






c unbegrenzt wachsen, so folgt: 
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Während also ^o(^) mit wachsendem x UDbegrenzt wSckst, wird 

z,W-r.{i.) + i/.(te) 

mit unbegrenzt wachsendem x gegen Null konvei^eren. Es be- 
ginnt Lq(x) fUr X = mit unendlich großen Werten und nimmt 
beständig ab, und zwar ist stets 



■.<Vi 



Es sei noch erwähnt, daß aus (10) sich eine nach fallenden 
Potenzen von x fortschreitende, semikonrergente Reihe ableiten 
l&ät; man findet ähnlich wie in 14.: 

bricht man diese Reihe beim n-ten Qliede ab, so ist der Fehler 
Heiner, als das (n + l)-te Glied sein würde. 

36. Die Funktionen J^ und Y^ tax x =-= L, ^\. W&hlt 
man x auf der Halbierungslinie des Winkels der positiven reellen und 
imaginären Achse, setzt man alsoai — p (cos — + isin— j ■= q Yi, 
so ergibt sich aus 3. (7): 



(^) ^.{^vi)=2(~'ywA-nn-^Ii''y 



n(2i+i)n(n+i) 



Es wird also in diesem Falle J^ eine komplexe Zahl, deren 
beide Bestandteile aus (l)- sich leicht berechnen lassen, sobald q 
nicht zu große Werte annimmt. 

Aus 12. (6a) folgt: 

i'e(eV^) = --| (^o(e]^)(%f + S log/) 
(2) - 
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hieraus erh&lt man für den Hauptwert TOn Yg durch Trennung 
des Reellen vom ImagintLren: 



r.ur^)^-i\2i-^y°'--'""' 






Auf ähnlichem Wege wie in 26. lassen sieh auch hier Inte- 
grale finden tüi beide Funktionen. Es ist: 



+ 4 ^ ( ^) n(2i-f i)n(2i+i) 

*'' _^iy(-i)' "'"^""'°"M ^r" 

+ .1 Vf_iy_ilZ__ . 
' 

I. lassen s 
Es ist: 

eine Lösung der Besselschen Differentialgleichung för v '-•O, wenn 
der Integrationsweg für v so gewählt wird, dafi tf±***» im Unend- ' 
liehen verschwindet. Ist nun 

x^ (i(coS'* + »sin«), 

80 wird dieser Zweck erreicht, wenn man einführt: 

(5) ii = ±«(sinö- + *cos#), 

wobei M sftmtliche positive reelle Werte zu durchlaufen hat. Wählt 
man in (4) nnd (ö) zunächst das obere Zeichen, so findet man: 

(6) V -e-" f ^ («mg + »co.»)e-'"gd» 

^ ' ' J y« ysiu * + « coa 2«- + i (cos* — « sin 2») 
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Setzt man nun: 



sinft + wcos2* = -. — ■ { sin 9 sin (0 + cos (w — #)(2cos**— l)} 
= ^^ {2cos*0-coa((o-.&)-co8»cos(o} 

— -: — 5<'0S£a + eos(<t)— 2#) — coso)} 
_ coB »coa(o.- 2») 
femer: 



und: 

Fährt man in dem Faktor vor dem Int«gral x = (p, *) ein, so 
'findet man: 

u = t--P <''"*+ '™'-'> / ' --- — - — - ^ 

' / siD6)yC0B(£ü — &) 

X (sin # + 1 008 #) e-sp™»'"''»'" ,(oj 

/•(sin ^ + .-cof, ii) e-'P"-*"««- 
I sinojyco8{£a — #) 



oder, wenn man den reellen Teil q cas^ der komplexen Zahl x 
zxa Abkürzung mit | bezeichnet, so wird: 
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Integrale fOr kompleie Argumente. 



y,-Vros»e-5»»/ — ^^ ' ' -^ 

'' " J .in.Vc,,.(.-») 



w 



Ähnlich ergibt sich bei Wahl des unteren Zeichens aus (4) 
und (5): 

(8) ,.-^.r---,.g-»±'-g»^'~'"'" 

r V^">^'*<!<'«2ff — ain* — i(uBin2ft-j-C09&) 
und wenn man die Substitution: 

„ _ eOB («. + »> 
ausfahrt: 



^_. r.«(t+f)-<».{i+-;-) 



Es ist nicht schwer, diese Formeln auf beliebige Werte von v 
zu erweitern. 

Auf ähnlichem Wege wie in 13. ISBt sich zeigen, daß die 
Grenzwerte für ein unbegrenzt wachsendes ^ lauten: 

».M-l/^ (»»»(«— J)-i™(«-f)j, 

».(») -1/^ {■»•('-I) + ""('- -:-)!• 

Yet^leicht man hiermit die Grenzwerte in 13. (1) und (2), so 
findet man: 

''.(<>.») -!(». + »!). 

ro(j,»)--|(»i-».). 
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Also folgt aas (7) und (9): 



m.Vco.(»-e) 





i 



+ eS,./ . '"\^)_ .-»•-.■.» a. 



(10) 



J .i».l/co.(o-») 

7-» 
y .in»yoo".(» + e) I 

/ "■■(«+t) 

J .m„yco.(»-») 
y »n,Vco.(.> + ») 
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(11) :*' 

I f "(ä+l) 

r .in(i+-j) 1 ■ 

J .in«yco.(. + l») j 

um auf unseren speziellen Fall zu konnnen, hat man hieiin 
d = Y zu setzen und erhalt: 
s 

J .in.l/eo,L-i^ 



(12) 



/ .in.|/co.(. + |) 

DiqitizeaovGoOglc 



112 V. Verlanf nnd GrSBe der BeBaelacbeu Funktäoaen.. 



.^.M^ = ..l^^^^ 



"^-^h 



+ 



(13) 



/ ...i/„.(.+i) 



"(Fä+") 



Die in den Integranden dieser Formeln auftretenden Funktionen 
sind sämtlioh positiv mit Ausnahme der beiden Funktionen 

Ähnlich wie in 23. lassen sich mithin Schlüsse Aber das Vor- 
zeichen wenigstens der reellen Bestajidteile dieser beiden Funk- 
tionen ziehen, Ist nämlich -^ "" I ^ ^ " > so ist das Integral 

mit den Grenzen und — , welches im Zahler die Punktion Sinns 
enthält, positiv; und ist k^\n, SO ist das entsprechende Inte- 
gi-al mit den Grenzen und \n positiv. Daher ist der reelle 
Bestandteil von J,^{qYi) positiv, sobald i ^ f « ist. Man über- 
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Abhängigkeit der Natlatelleu v 



sieht sehr leicht, daS dieser Satz sich veraUgemeinein läBt. Ist 
nftmlich 

g = fr« + I', 

wo k eine positive ganze Zahl mit Einschluß der Null und 
< ^' ^ -| w ist, BO ist der reelle Bestandteil von J^[q Yi) posi- 
tiv oder negativ, je nachdem A; gerade oder ungerade ist. Zwischen 
4='Qi: + ^)« und i=-(fc+l)w liegt allemal eipe Nullstelle 
des reellen Bestandteils von J'|)(eyi). 

Ehenso ergibt sich: Ist l'^^n, so ist der reelle Bestand- 
teil von Y^y^yi) positiv; ist 

wo k und I denselben Bedingungen wie oben genügen, so ist 
der reelle Bestandteil- von Y^{^yi) negativ oder positiv, je nach' 
dem k gerade oder ungerade ist. Zwischen £ = (k-\-^)n und 
(it-t-i)« Hegt allemal eine Nullstelle des reellen Be- 
standteils vqn Y^{^Yi). 

Ans (9) erkennt man, daQ innerhalb der Grenzen der Inte- 
gration e^i"«'" kleiner ist als e~^**; somit sieht man, daß so- 
wohl der reelle als der imaginäre Bestandteil von jr^ dem absoluten 
Betrage nach kleiner ist als 



ein Ol y cos (m 



yco8(<»-i-*) ' 

läßt man hierin | unbegrenzt wachsen, so konvergiert dieser Aus- 
- druck gegen Null. Somit findet man, daB allgemein das Integral 

^■,,-Bl/.(j,9)-.T„(f,»)) 
mit wachsendem p gegen Null konvergiert. 

37. Die NnUstellen der BeBBelsohen Fnnktionen in ihrer 
Abhängigkeit vom Parameter. In den folgenden Nummern 
soll der Verlauf der Funktionen mit beliebigem Parameter fSr 
reelle positive Werte der Variablen skizziert werden; mau wird 
ein einigermaßen vollständiges Bild vom Verlaufe derselben er* 

Sohftrhclllln, de BewelMlisiiFDnklloiuni. 8 
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halten, wenn man die Lage ihrer Nulistellen, ihrer Maxima, Minima 
nnd ihrer Wendepunkte kennt. Allgemeine Sätze über die genaue 
Lage dieser Punkt« existieren nicht, und man muB sich begnägen, 
nicht in weite Grenzen f&r deren Lage zu ermitteln und zu unter- 
suchen, wie diese Punkte sich verflchieben, wenn der Parameter 
sich vet^ndei-t 

Dieser letzt« Punkt soll zunächst ins Äuge gefoßt werden. 

Durch Differentiation der Gleichung B. (8) nach dem Para* 
meter v ergibt sich: 



+ 1- 



ii\^ = 



Multipliziert man diese Gleichting mit i', S. (8) mit ^ und 
subtrahiert diese Gleichung von der ersten, so findet man: 



Für z kano mui nach ti. (9) einsetzen: 

'-■f'j.i'), 

Bo daß man bei Benutzung der Äbkflrzung: 

"•_V., l^-y; 

ßv ' CXOV ' 

erlüllt: 

folglich durch Integration: 

(1) [^{JX -KK)i-^^f-r.*i^)^i- 
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Jede NoDstelle w&cbst mit dem Index. Hö 

Die entspredieDde Gleichung gilt auch für die Funktion zweiter 
Art; die Qreuzen a und b können beliebig gewählt werden, je- 
doch dSiTf die Zahl Null nur als Grenze gewählt werden bei Funk- 
tionen erster Art und wenn v > ist Auf diesen Fall wollen 
wir uns hier beschränken. 

Es sei a — und b — &, wo » eine Wurzel der Gleichimg 
(2) 7,(9) - 

bedeutet; dann folgt aus (l): 

Man kann nun in (2) die Größe 9 als eine implizite Funk- 
tion von V betrachten; nach bekannten Regeln wird alsdann: 

und setzt man ans (S) in (4) ein; 

W ä^-^f ■P7(<i3'j''-WT- 

Aus 13. (3), (4) und (5) erkennt man sofort, dafi -7, und 
J^' nicht zugleich verschwinden können, ebensowenig wie J^ und 
Jy_x oder J^ und Jj . 

Daher ist die im Nenner von (5) auftretende Größe i/,'(#) 
stets von Null verschieden, -.— selbst also stete endlich und, wie 
man sofort erkennt, immer positiv d. h. 

Jede einzelne Nallstelle der Besselschen Funktionen 
erster Art mit positivem Parameter ist eine stetige 
Funktion des Parameters, die mit wachsendem Para- 
meter wächst. 

Derselbe Satz gilt auch töx die Funktionen zweiter Art, doch 
ist sein Beweis erheblich schwieriger. 

Bezeichnet e eine Wurzel von J^it) = 0, so folgt aus (l) 
nach derselben Methode 

8' 
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Nun folgt aus Qleiohung 17. (22&), daß e größer sein amä als v, 
denn sonst würde deren rechte Seite negativ, die linke aber positir 
sein. Daher folgt aus (6); 

Die Maiima und Minima der Besselsohen Fanktiouen 
erster Art mit positivem Parameter sind stetige Funk- 
tionen des Parameters, die mit wachsendem Parameter 
wachsen. 

28, Die Zjage der ersten ausgeEeioliueten Stellen. Wenn 
der Parameter v <! 1 ist, bo kann man die ungel^re Lage der 
einzelnen Nullstellen auf demselben Wege finden, der in 23. i^ 
^oi?") eingeBchlagen wurde. Aus dem Integral U. (4) folgt: 

Ist V < i, so liegen die einzelnen Nullatellen von 
J^{x) zwischen (fc + f)rt und (k -\- l}jt, wo it alle ganz- 
zahligen Werte mit Einschluß der Null annehmen kann. 

Die im Nullpunkte gelegene Nullstelle ist hier wie im folgen- 
den nie mitgerechnet. 

Ist l^v>i, so liegen die einzelnen Nullstellen 
von J^{x) zwischen Arjc nnd (fc + ^)ro, wo k alle ganz- 
zahligen Worte mit Ausschluß der Null annehmen kann. 

Solche einfachen Sätze über alle Nullstellen gelten für größere 
Parameter, die n»m ausschließlich betrachtet werden sollen, nicht. 

Setzt man: 

so folgt: 

-^ = i{l+l){v + l + l)\ 
dieser Quotient ist für jeden Wert von l ein echter Bruch, so- 
bald x<2 VV+T ist. Für solche Werte von X ist daher /,(i^) 
sicher positiv; ähnlich ergibt sich, daß Jj{x) und J^'ix) für 
kleine positive Werte von x ebenfalls positiv sind. Es wird 
demnach vor der ersten Nullstelle von J,(a;) ein positiver Maximal- 
wert und davor ein Wendepunkt dieser Funktion liegen. Nach 
den beiden in 27. bewiesenen Sätzen sind an diesem ersten Wende- 
punkt nicht nur J^ und J^ positiv, sondern auch J^^ und J^^^ , 
wo p eine positive Zahl bedeutet. 

Aus den Relationen in 4, lassen sich leicht folgende Formeln 
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Nach der eben gemachten Bemerkung ergibt sich ans diesen 
Gleichnngen, wenn man J" — setzt : 

Di e erste Nnllste lle von // liegt zwischen V'v{v-^ 
und VÖH^) (v ~ 1). 

Ebenso folgt aus den Bauptformeln in 4.: 

a^-^.+s = [2v(v + 1 ~x^J^~ 2x(v + 1)// 
und hieraus durdi Differentiatioii mit Bücksicht auf 2. (l): 
«•j;^, = 2(v + 1) [x* - v(v + 2)] J, 
-ar[x»-2{v + l)(v + 2)]/;. 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

Die ers te N ullstelle von J^' liegt zwischen Yv^v + 2) 
und V'2,.""(v+1). 

Aus 4. (6) folgt, wenn man i> — ' 3 und v + 1 an Stelle von 
V setzt: 

-\4:(v + 2)(v+-6)-3^]xJ^. 

An der ersten Nullstelle von J^ muß die erste geschweifte 
Klammer positiv sein; da femer diese Nullstelle nach der ersten 
von Jl liegt, so folgt: 

Die erstj Nullstelle von J^ liegt zwischen yv(v + 2) 
unAy2(v'+l)(v + 3). 

20. Die Lage der höheren KnUsteUen von J^. Es ist 
bisher nicht gelungen, ähnliche einf&che Grenzen für die zweite 
und die nächstfolgenden Nullstellen für größere Werte des Para- 
meters V anzugeben; für die Lage der höheren Nullstellen dagegen 
lassen sich ziemlich enge Grenzen angeben, und zwar mit Hilfe 
der semikonvergenten Entwicklungen in 14. 

Es läßt sich nämlich zeigen, daß die dort mit P^ und Q^ be- 
zeichneten Funktionen stets positiv sind, sobald das Argument x 
eine bestimmte Größe tiberschreitet Schreibt man: 

(1) i'vW=i'(-i)s + Ji:+. 
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118 V. Verlftof und OrOfte der BeMolschen Funktionen, 
in der Form: 

■P, - (". - «,) + C«, - ".) + (".-».)+■.., 

80 wird P, positiv sein, wenn jede Gruppe positiv ist, also wenn 
der Quotient — kleiner als 1 ist, zui^hst abgesehen vom Best 
S^^,. Es ist aber nach 14. (8): 



*^'[2l + i)(2l + a) 



und speziell: 



ÄUB diesen Gleichungen sieht man, daB, wenn — ^ 1 ist, der 
Bruch < 1 sein wird, sobald die Faktoren im Zähler positiv 

sind und auch sicher dann noch, wenn nur der erste, aber nicht 
mehr der zweite Faktor positiv ist, d. h. wenn: 

ist. Wenn alle Glieder der Reihe (l) abwechselndes Vorzeichen 

haben, und wenn man vom Reste absehen dürfte, wäre P,, positiv, 

sobald: 

(2) 8^>(,._j)(,._j) 

ist. Die erste Bedingung kann man stets erfüllen; denn nach 
14. (6 a) muß för den Indes des letzten Gliedes a^ die Bedingung 
erftlllt sein: 



Die erste ganze Zahl, die größer ist als y -~ -Ti ist kleiner als 

-^ 7" (von dem Grenzwert, daß -r — t- selbst eine ganze Zahl 

ist, kann abgesehen werden, weil dann die Reihe (l) von selbst 
abbricht). Daher kann man »i stets so wählen, daß; 

(3) „_|<2m<v-i 
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Daa Votzeichen von P,. 119 

ist. Bei solcber Wahl von m folgt aus 14. (6), daß sämtliche 
Glieder von P, alternierendes Vorzeichen haben, und daß 

i-b:«'<i»,i. 

sobald X der obigen Ungleichung gemäß gewählt wird. 
Ist nim m gerade, so ist a^ positiv und daher 

auch positiv, also iat in diesem Fall f, positiv. Ist aber m un- 
gerade, so bat man zu untersuchen, ob 



positiv ist. Dies ist sicher der Fall, ■ 



positiv ist, und es soll daher diese Differenz ins Auge gefafi 
werden. Versteht man unter e einen positiven echten Bruch, s 
hat man nach (3) zu setzen: 



Aus 14. (6) folgt alsdann: 

_ _ n(im + ü^-2) /iy--3 

"™ -1 ■* »n. Il(8in — 2) Hiß B + S) \2 xj 
_2IT(4b» + 2«) /_i_\»m 
nsmme \2W 

-2(4«. + 2,)(4».+ 2.-l)(2. + 2)(2( + l)|. 

Fuhrt man in der geschweiften Klammer ftkr x den kleinst- 
möglichen Wert durch die Gleichung: 

- (2m + 2. -1) (2m+ 2.) (2|» + 2. + 1) (2«i + 2t + 2) 
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ein UDd setzt im Minuenden ( gleich und im Subtrahenden f 
gleich 1, so findet man als Bedingung dafür, daB die Differenz 
poätiv ist: 

m\2m- l)*{2m-|- !)(*»+ l) > 12(2mi+ l) (im + l). 

Dies ist sicher der Fall, wenn: 

»i'(2»t-l)*>48, 

und diese Ungleichheit ist für m •= 3 schon erfüllt; da nur un- 
gerade Wert« von m in Betracht kommen, so ist allein der Fall 
tn = 1 ausgeschlossen, d. h. die Parameter v von 2-^ bis 4^^ 
fallen nicht unter diese Betrachtung. 

Eine leichte Spezialuntersuchung, die hier übergangen werden 
soll, lehrt, daß die folgenden Ergebnisse auch für diese Parameter 
Geltong behalten. Hierdurch ist nun gezeigt, daB P^ positiv ist, 
sobald die Bedingung (2) erfüllt ist. 

Führt man dieselben Überlegungen für ö, durch, so findet 
man, daß Q^ positiv ist, sobald 

24,. >(.. _!)(.._!?), 

und diese Bedingung ist sicher erfüllt, sobald (2) erfüllt ist. 

Die Funktionen P,(x} und Q,{^) sind positiv, sobald 
die Bedingung (2) erfüllt ist. 

Aus diesem Salze und den Gleichungen 14. (2) ergibt sich, 
daß für solche Werte von x, wofür sin (x — — — nj und 
COS (x — - — - nl gleiche Vorzeichen haben, eine Nullstelle von 
J, nicht existiert, sondern nur für solche Werte, wofür beide 
Funktioneu entgegengesetztes Zeichen haben. Dies tritt ein, 
wenn das Argument der trigonometrischen Funktionen zwischen 
{2k + l)-g- und (2k ■{- '2)-^ liegt, worin k eine beliebige ganze 
Zahl bedeutet. Setzt man diese Grenzwerte ein, so findet man: 
- Sobald die Bedingung 

erfüllt ist, liegen die Nullstellen von J^ in den Inter- 
vallen von 
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^.(2* + „ + l)- und ^-(2*+v + |)^, 

worin k eine beliebige positive ganze Zahl bedeutei 
Ist im speziellen v eine gerade ganze Zahl, so liegen die 

höheren Nnllstellen in den Intervallen zwischen {ic + f)'7t und 

(^~!~ '})'<; ist V eine ungerade ganze Zahl in des Intervallen 

zwischen (i — -J)« nnd (fc + ^)«. 
Ebenso findet man: 
Sobald die Bedingung 

8x^>(v'-i)(v»-$) 

erfüllt ist, Hegen die Nullstellen voti T, in den Inter- 
vallen von 

worin /.' eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 

Ist im speziellen f eine gerade ganze Zahl, so liegen die 
höheren Nullstellen in den Intervallen von (k — })« bis (k + -J-)«; 
ist V eine ungerade ganze Zahl in den Intervallen von (A: + i) )i 
bis(ft + |}«. 

Aus diesen Ergebnissen in Verbindung mit denen der letzten 
Nummer erkennt man, daß die Gestalt der Kurve, welche die 
Funktion J, darstellt, für größere Werte des Parameters wesent- 
lich anders aussieht als für kleine Werte. In Fig. 'S ist die 
Kurve ffir /, gezeichnet. Es besitzt nftmlich die Kurve nicht von 
Anfang an die Wellenform, sondern sie steigt zuerst ganz all- 
mUhliiäi zn einem Maximum an, das bald nach der Stelle x •-* v 
eintritt, dann erst nimmt sie Wellenform an, deren Knotenpunkte 
für größere Werte des Arguments in Abstanden aufeinander folgen, 
die sich der Grenze n nÜiem. 

Daß außer diesen reellen Nullstellen die Punktion /, keine 
komplexen besitzt, erkennt man folgendermaßen. Setzt man 
X — (q, 9) in 2, (7) ein, so findet man: 



i-2(- 



(co821»-)-.aiD21fr) 



und setzt man den konjugierten komplexen Wert (p, — #) ein, 
so erhtilt man statt (4J den konjugierten komplexen Wert. Existiert 
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daher eine komplexe Nullstelle a von J^, so ist auch der zu a 
konjngierte Wert ß eine Nullstelle von J^. Multipliziert man 
diese Zahlen a und ß mit derselben positiven Zahl x, so bleiben 
sie konjngierte Zahlen, und das Produkt J,{ux) J,{ßx) ist eine 
positive [eells Zahl, weil es das Produkt zweier konjugierten 
komplexen Zahlen ist. 

Worden nun a und ß ein Paar konjugierter komplexer NuU- 
stellen von J^ sein, so würde die linke Seite von 17. (21a) von 
Nnll verschieden sein, während die rechte Null ist; daraus folgt: 

Die Funktion J,{x) besitzt keine kompleien NuU- 
stellen. 

Die Gleichung 17. (19) kann man schreiben: 

^Ä'wt' --k" V' + {^^. + ■'.■)' 

Ist nun a:> v^a, so sind sämtliche vier Summanden der ge- 
schweiften Klammer positiv; da die linke Seite für r > ^ auch 
positiv ist, so muB sein: 



Da dieselbe Integralgleichung für T, gilt, so erhält man; 
■ Ist x'^vY'i und v>-i-, so ist sowohl 



1^/ 


<y 


'JL alsB 


uoh 1 Y, 


^<Vl- 




Bedeuteta; in 17. (19; 
über in: 


1 eine NuUsteUe von /^, 


,sogeU<lio 


Gleichung 


'-^I 


>.'(.)!? -i- 


-2{0'- 




^, 


alao: 




4 
"na;' 


-2j;„! 






Ist J,(')- 


-0, 


so ist sowohl J^_ 


ll, l^.fl 


als auch 


■^.'Kl/i; 


und 


ist r,(x) 


=■0, so 


ist sowohl 


l'ir.-.l. 


ir„,; «i! «uch y. 


■<vi- 
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Mit Hilfe dieses Satzes folgt nan aus 18. (3) oder (4): 
l8t/,(a:)— 0, 80 ist |r,| >'|/J'^, and ist Y,{x) — 0, 

BO ist 'J.:>'V^- 

Aus diesea letzten Sätzen sieht man, daß die Kurven, die /, 
und r, für positive reelle Werte too a: > v y2 darstellen, 
zwischen den zwei im unendlichen zusammentreffenden, gegen die 
Abszissenachse symmetrischen Zweigen der Kurve xy* ^= — Ter- 
laufen; daß dagegen die entsprechenden Zweige von xy^ ^ — 
an bestimmten Stellen, wie groß auch das Argument werden mag, 
überschritten werden, wie dies in Fig. 3 zu erkennen ist. 

Die Funktionen / und Y, deren Parameter kleiner als ^ sind, 
verlaufen zwischen den Zweigen der Kurve xy* — • - , ohne sie zu 



und jede Welle der Funktionen mit grSßerem Parameter dnrch- 

achneidet sie. 

Anhang. 
so. Zaaaima«i>BteUiiiig der wichtigsten Formeln, Das 
allgemeine Integral der Besselschen Differentialgleichung: 



2.(1) 
lautet; 
U.(6) 


' dl 




4.(1) 
4. (1.) 
4.(2) 
8.(3) 





Die n&mlichen vier Formeln gelten für die Funktion Y. 

13. (4) r,{^) = ^Z-Z^.M) - cotg v:r/,(x). 
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124 Anhang. i 

la-Ci«) r,+t(«)-(-i)"J-(.*i)(«)- 

IB. (3) Y,j; — J,T, — ~ l 

13.(4) T,J._,-J,T,_,-J^- I 



a. {') 



■'.(')-^mn{,+ i}(') 



\ 2'ilvl 2.(2v+a)^2.4.(8»+2)(B» + 4) I 

2.(7.) /.(«)- l-;'',+j-.4'^?ri- , .,.,'',. ,.„ +■■■ 

3,(7b) 7,(.)-f |.-^'^ + ,-/j:^-,-,,,^Vt^^ + ...|. 
7.(1) Ji(,)-y^^-«nx. 

3.(1) ^-.W-|'Bri^f_'^(fr-*"- 

7.(3) J.j(ä!)-')/J^.cosi. 



, I ;^in«-i-i)/»'i-»<-" 
^ ^^ ni ' \i] 

16.(7) r.-A(T(„)-,.gf).,. + ^2'(-i)'^SI''""+ 
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-« --^i-Ti^^m^tap-'-r 



>a. (6.) r.w - - i(..w,„,i- 1(-.,.^,(|)"] . 
ia.(6b)|r,(«l- 

-[•'(o)-'»«f>.-©"+SI(D-'tÄt*©'+... 

16.(7.) r.(.)-|j>F(67-log^ )7.(x)+ * Vfc-«V„(.). 



14. (2) 



«')-VS(^.W'»'(*-'-T^«)-«.W™(^-'-=^-)| 

1^ (6) P.W-|(-,).^<'i--r.«--(^i)%«..^., 



V) iXfKn 



für: 

(7°.) K„i<--"""t "' + *' -(-L\"" 

für; 

2» > V - }• 
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»x^ S!(8x)' ö!(8ai)' 

12.(1) •'.w-yS-™('--'r-'«) 



12.(2) r.(.)-yi.™(.-?!^'.) ,„., 

12.(5) u -/...« j-j{-. )v!i±^,(fr" 

«■m?;J-|io8f-«'Wj/.(')+2'(-i)'-v^+V->'- 



16.(1) 
15. (8) 
IS. (5) 
15. (6) 



(f)'-2 



(, + ai)n(»+i-i) . 



ii-2j'(-l)'J„„(.). 



C08« - J,(a-) + 2 J'(- l)'^,i(»).., • '? 
20. (2) J,(x + s)- ^J,^i(':)JM 
20. (6) J,(i + j) - J,(a!) J,(9) + 2 J'(- IfJ^i'^M- 
20. (4) r,(» + ,) -'^r,_,{x)JM 

20. (6) r,(» + jf) - r,(.) j,(j,) + 2 J'(- 1)" J,(i) J,(9). 

21. (1) /.(«») - »■^'^-(f)'''"'«- 
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^ (»+ai)n (.+i-i) Mw.,j 1 .4-, „ri 

(/.liy) - /,(«) + 2 J'/„(i)F(l, - 1, 1, ,,') 



ai. (Sa) 



ki(«s) - Sj-Cä» + l)J,n.i(«)-f (» + 1, - J, 2, »■)■ 



ijjx) ^ ^ / (1 — M'y-^coB a;«d», 
"', 
— ^^ I (1 — M*)'~* cos a!Mdu. 

— ^^ / cos (x Costa) BiD^'bido), 

T 

— -— ^ I cos(acosw)sin''ü)itt) 



e. (14) 



/,W - 



9. (1) j, w - (f )--"j^_i^y„Hi - „)-'-'/,(.r.) i«, 

Qnter der Vorausset^iuig, daß ft > — 1 und v > f* ist. 



11. (4) ,r,W - 



v'«n(,- 
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8. (l) ■^■(^) ~ ~ j cos{xsma — nQ>)dio. 

8.(2) "^oW ~ " I cos(a:oo3M)(iw. 



T ' j> 

8. (3) <7o(ir) — — 1 COs{x sin w) rfu = - / cos (a- sin «) rfoj. 



11.(6) r,W-v- 



17. (86) 








17.(26) r^'*1Ä= -"?F^^- !''""' ! 

17. (II.) j7.(„)j„(«)T-.-rzir-l^-™(''-'''¥-"'"''' + ''-'"^''1 
17. (Üb) Jr.(.)r,(.)^-,,-i^j|™(v-rt|--.r,r, + r.r;) 

17. (uc) fj.(«)r,M~-,.^,{ l cos(,.-rt "-«r./i+ij.r;} 
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w- (19) _JL_ji,/,.+|j,7;+2(/;)>+2(i-^)j-..) 

-;i-l(l''.+^;)"+w+Ki-SM- 

Crenau die eiitspi«olieiide Formel gilt für 7,. 
17. (21 ») (b' - p') r»7,(««)/,(^»)d« - 

17. (21o) (o* — |S■)y«iJ,('>»)•',(l'*)''*- 
- "•^.(fi j,+,(«) - ßu-y.tM, (..-» 

17. (21c) {„' — ß')fxJ,(ax)'!,lßi!)dx- 



17. (22a) 2ruJ,"(«i<)ii»-(l-^)j,'(x) + (j;(»))', (..-u 

17. (22b) 2 CuJX'") r,(»»)iiu - ^. + (> — |r) ■'.(«) ^.W 
+ /:{.)«(.). 



SahBfhallllB, Die BMWUehaD Fanktloiiaa 
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n B. Q. Trabnei In I> 
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